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aging complex dynamic systems. In this paper, we give a solution to the optimal control problem 
proposed by E. A. Andreeva and V. M. Tsirulova in the training manual «Calculus of Varia-
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Введение 
Задачи оптимального управления отно-

сятся к задачам определения максималь-
ных и минимальных значений, то есть 
к теории экстремальных задач. В настоя-
щее время признанными фундаменталь-
ными принципами теории оптимального 
управления являются метод динамическо-
го программирования и принцип максиму-
ма Понтрягина. 

Постановка конкретной задачи опти-
мального управления состоит из несколь-
ких факторов: математической модели 
управляемого объекта, цели управления 
или, иначе, критерия качества, различ-
ных ограничений на траекторию системы, 
управляющее воздействие, длительность 
процесса управления и класс допустимых 
управлений [4]. 

Определение 1. Оптимальной траек-
торией называется кривая x(t) в (n + 1)-мер-
ном пространстве переменных t, x1, ..., xn, 
по которой движется точка x(t) = (x1(t), ..., 
xn(t)) и ее движение описывается дифферен-
циальным уравнением 

X = f(t, x, u), 

переводящая начальное состояние x(t0) = x0 
в конечное состояние x(t1) = x1 под воздей-
ствием оптимального управления u(t), до-
ставляющего минимальное значение задан-
ному функционалу 

ti 

J = J f (t, x(t), u ) dt. 
ч 

Для решения задач оптимального 
управления со свободным правым концом 
и заданным временем применяется прин-

141 



РЕГИОН: системы, экономика, управление № 3 (46), 2019 
цип максимума Понтрягина. Рассмотрим 
задачу управления 

x(t) = f(t,x(t),u(t)), x е Rn, u e R" 

t0 — t — T, x ( t 0 ) = x0> 

J(u) = v(x(T)) inf, 

u(t) e U. 

(1) 

(2) 

(3) 

Необходимые условия оптимальности, 
называемые принципом максимума Пон-
трягина, формулируются следующим об-
разом. 

Теорема 1. (принцип максимума Пон-
трягина) [2]. Пусть u0(t) — оптимальное 
управление в .задаче (1) — (3), а x0(t) — соот-
ветствующая ему оптимальная траекто-
рия. Тогда u0(t) удовлетворяет условию мак-
симума 

max H (t, x0 (t), u, y/(t)) = H (t, x0 (t), u0 (t), y/(t)). (4) 
ueU 

Здесь гамильтониан H определяется ра-
венством 

H(t,x(t),u(t),w(t)) = w'(t)f(t,x(t),u(t)), 
а вектор сопряженных переменных ty(t) яв-
ляется решением задачи 

щ (t) = -Hx(t,x0(t)),u0(t)Mt)), 

w(T) = - Щх0(Т)). 
Поиск оптимальной траектории с помо-

щью принципа максимума сводится к ре-
шению краевой задачи для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений 
относительно функций x(t), ty(t). Оптималь-
ная траектория находится среди решений 
полученной системы. Так как принцип мак-
симума позволяет определить только необ-
ходимые условия оптимальности, то для 
окончательного решения необходимы до-
полнительные обоснования оптимально-
сти полученных траекторий и управления. 

Постановка задачи 
Требуется выработать оптимальную по-

литику в области рекламной деятельности, 
которая стимулирует объем продаж про-
дукта за некоторый промежуток времени 
при следующих условиях: скорость измене-
ния объема продаж уменьшается пропор-
ционально объему продаж и увеличива-
ется пропорционально уровню рекламной 
деятельности в той части рынка, которая 
этим продуктом не насыщена [2]. Задача 
имеет вид 

1 
J x(t )dt - ->max, 

1 -x(t)' 
M 

(5) x(t) = -ax + bu{t) 

x ( t 0 ) = S0, 

0 < u (t) < A, 

где x(t) — объем продаж в единицу времени; 
u(t) — уровень рекламной деятельности; 
M — емкость рынка; a, t0, T, b, S0, A — за-

данные положительные параметры; 
t0 и T — начальный и конечный момен-

ты времени соответственно; 
a — показатель скорости продаж, 
b — эффективности рекламной деятель-

ности; 
S0 — начальный объем продаж; 
A — максимальный уровень рекламной 

деятельности. 
Решение. Для решения задачи при-

меним принцип максимума Понтрягина. 
Запишем условия принципа максимума 
для (5). 

1. Минимизируемый функционал при-
мет вид 

j-x(t )dt - ->inf . (6) 

Построим функцию Гамильтона-Пон-
трягина 

( 
H(t,x,u,A0,p(t)) = x(t) + p(t) -ax(t) + bu(t) 1 -

x(t) 
M 

\ 

A0 = 1, так как решается задача на минимум. Тогда с 
H(t, x, u, Я0, p(t)) = -x(t) + p(t) -ax(t) + bu(t) 1 -x(t)' 

M (7) 
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2. Запишем условие максимума 

x (t)" -x(t ) + p(t) I -ax(t) + bu (t) i - -
M 

max < -x (t) + p(t) 
ue[0,A] 

-ax (t) + bu(t) i -

-x (t) - ax (t)p(t) + max < p(t)bu(t) 
ue[0,A] 

i -

x (t)' 
M . 

x (t) 
M 

. (8) 

По найденному условию можем опреде-
лить u(t) 

~ x (t)" 

u (t) = 
А, если bp(t) 

0, если bp(t) 

1--

1-

M 
x (t) 
M 

> 0, 

< 0. (9) 

3. Запишем сопряженное уравнение 

По составленным в системе (11) диффе-
ренциальным уравнениям для x(t) и p(t) 
найдем общий вид траекторий, на кото-
рых управление непрерывно. Так как на 
промежутке [0, A] u(t) согласно (9) прини-
мает только два значения — рассмотрим 
их. 

1. Рассмотрим случай u(t) = A. Функция 
объема продаж примет вид 

x(t) = -ax(t) + bA 1- x(t) 
M 

ЪА 
x(0 + | а + ~ I x(t) = bA. 

Решим однородное уравнение 

(12) 

pit) = - 8 H = i + a p { t ) + Щ Ж . (10) 
дх. M 

4. Условие трансверсальности имеет вид 
p(T) = 0. 

На основании пунктов 1—4 составим 
краевую задачу для принципа максимума, 
примененного к (5). Она примет вид x(t)~ x(t) = -ax(t) + bu (t) 

pit) = 1 + a p{t) + 

x ( t 0 ) = S 0 , 

p(T) = 0. 

i - -

M 
bu (t) p(t) 

M ' (11) 

, ( ЪАЛ _ Л x(t)+ а л \x(t) = 0 
I M) 

f — = -(a + — ) f dt 
J x M J 

. bA, 
- (a+—) t 

v — „ a M 

Методом вариации произвольной посто-
янной [3] найдем частное решение неодно-
родного уравнения. Согласно этому методу 

, bA, -(а+—)t 

подставим x4H = c (t)e M в исходное урав-
нение (12) и найдем c1(t). 

Ci(t )e 
, bA, Л 

-(a+—) t 
M 

\ 

/ 4 I bA Л - ( « + M A )t 1 л 

+ c(t) \a +—I e = bA 
1 1 Ml 

Ci(t )e 
-a+-)t ( bA Л -a+-)t I bA Л -a+-)t 

M - c (t)\ a +—I e M + c (t)\ a +—I e M = bA 
i \ M) i \ M) 

. ( a + b A ) t 
C (t) = bAe M 

J , bAs 
dC , , (a+—)t = bAe 
dt 

, bA, 
Г г (a+—) t I dci = I bAe M dt 

bAM 
C (t) = e 

i aM + bA 

, bA, 
( a + 7 7 )t M 

тогда Запишем общее решение 

x.,„ = • bAM 
aM + bA 

, , bA 
(a+—)t -(a+—)t -e M e M 

bAM 
aM + bA' общ 

«*+MA )t bAM „ n4 = x,. + x,„. = ce + . (13) бдн чн "Г aM + bA 
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(14) 

Сопряженное уравнение примет вид: 

М 

p(t)-(a + ̂ )p(t) = 1. 
М 

Решим однородное уравнение 
ЬА 

p(t)-(a + —)p(t) = О 
М 

fdp = (а + —) f dt 
J p M J 

(а+ Ъ А )t 

Роди = C2e M . 

Найдем частное решение неоднород-
ного уравнения методом вариации про-
извольной постоянной [3]. Подставим 

, bAs 

- ( \ M )t 

Рчн = c2 ( t )e в исходное уравнение (14) 
и найдем c2(t) 

( , ъА Л ( a + — ) t 
c2(t)e M 

\ 

ЬА ( a — 

/ 

- c , ( t ) ( a + — )e M =1 
2 M 

. (a+—)t ЬА (a+—)t ЬА (a+—)t 
cJt)e M +c2(t)(a + — )e M -cJt)(a+— )e M =1 

2 M 2 M 
, ЬАХ . - ( a + — ) t 

c2(t) = e M 

dc2 , ЬА, - ( a + — ) 
=e 

dt 

\dc2 =\ 
, bAs - ( a + — ) 

M dt 

c2(t) = -
M 

e 
, bAs -(a+—)) 

M 

aM + bA 

Найдем общее решение 

Г — = — а Г dt 
i x J (16) 
Хобщ c 3 e 

Сопряженное уравнение примет вид: 

/>(0 = 1 + ap{t) 

p{t)-ap{t) = \. (17) 

Решим однородное уравнение 

p{t)-ap{t) = 0 

[ — = a [ dt j p J 

podH = cAe<Xt. 

Найдем частное решение неоднород-
ного уравнения методом вариации про-
извольной постоянной [3]. Подставим 
pm = c4(t)eat в исходное уравнение (17) 
и найдем c4(t) 

(c4(t )eat )'-ac4(t )eat = 1 
c4(t)eat + ac4(t)eat -ac4(t)eat =1 
c4(t) = e-at 

dc 
4 = e~at 

dt 
J dc4 = J e-atdt 

1 -at 
c 4 ( t ) = — e , a 

тогда 

тогда 

p4H = M 
aM + bA 

, ЬА r ЬАЛ 
- ( a + — ) t (a+—)t • e Me M =. M 

aM + bA 

p = e-ateat 
-t чн a 

1 
a 

Запишем общее решение 

Запишем общее решение P общ P одн + P чн c 4 e 

a (18) 

poбщ Родя + Рчн c2e 
a+ЬА) t M . (15) 

aM + bA 

2. Рассмотрим случай u(t) = 0. Функция 
объема продаж примет вид 

x(/) = -ax(t). 

Найдем оптимальные траектории при 
заданном управлении, определенном 
по (9). 

1. Пусть u(t) = A, t e [t0, T], t0 = 0 и со-
гласно (9) должно выполняться условие 

bp(t) 1 -
x (t) 
M 

> 0. Найдем решения (13) 
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и (15) для заданных краевых условий. 
Краевая задача запишется в виде: 

-(*+bA)' bAM x(t) = ce M + 

так как t ̂  T, (T- t) ̂  0 из чего следует, что 
bA показатель степени (а + )(T -1) ^ 0, тог-
M 

aM + bA 1 

p (t) = c2e 
(a+bA)t M 

aM + bA 

x (t0) = S0, 

p(T) = 0 

(19) 

(20) 

hA 
(a+—)(T -1) 

M 
(a+—)(T -1) 

M 

Применим условие трансверсальности 

да e M ^ i и убывает, а e M соот-
ветственно возрастает к предельному зна-
чению 1. При вычитании 1 получим возрас-
тающую, но отрицательную функцию p(t). 

Из этих рассуждений и соотношения (9) 
можем сделать выводы об условиях для по-
стоянного u(T) = A на всем отрезке: 

(20) 
а^г M 

= 0 
aM + bA 

M -(a+bA^T с 2 = e M 
aM + bA 

тогда запишем p(t) 

M (a+bA )(t-T) M 
p(t) = M (21) aM + bA aM + bA 

или можем представить в виде 

(a+bA)(t-T) M 

p(t) = Qe M - Q, Q=-M~. (22) aM+bA 

Применим начальное условие (19) 
bAM 

c + = S0 i aM + bA 
bAM 

c = S , i 0 aM + bA 

тогда запишем x(t) 

bAM , -(<x+bA)t bAM x (t) = (S0 -
aM +bA )e M 

aM + bA . (23) 

Проанализируем полученные результаты: 
оценим сопряженное уравнение p(t) (22) 

по Q: 
1. Q = 0 ^ p(t) = 0 — принцип максиму-

ма ответа не дает. 

2. Q > 0 ^ p(t) = Q 
Г ( a A t - T ) ^ 

- i . Чтобы про-

анализировать функцию, запишем ее в виде 
( 

p(t) = Q i 
- i bA 

(a+—XT-t) 
Ve 

p(t) < 0, x(t) >M, t e [0,T], S0 < bAM 
aM + bA 

(24) 

или 

/0 bAM . - bA) t 
(S0 T ^ T ) e aM + bA 

bAM 
aM + bA 

> M 

bAM 
aM + bA 

t e [0,T]. 

(25) 

3. Пусть u(t) = 0, t e [t0, T], t0 = 0 и соглас-
но (9) должно выполняться условие 

x (t)" 
bp(t) i--

M 
< 0 

Найдем решения (16) и (18) для заданных 
краевых условий. Краевая задача запишет-
ся в виде 

x (t) = c3e-at 

p(t) = c4eat - 1 
a 

x (t0 ) = S0 

p (T) = 0. 

(26) 

Применим условие трансверсальности 

c4eaT - - = 0 
a 

-aT 

a 
тогда запишем p(t) 

p(t) = —ea('-T} - - . 
a a 

Применим начальное условие 

c3-ач = S0 
c 3 = S0, 

(27) 
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тогда запишем x(t) тогда 

x(t) = S0e- (28) 

Проанализируем полученный резуль-
тат. Рассмотрим сопряженное уравнение 

p ( t ) = - ( e a ' - T ) - i ). 
a 

[i - ] > 0 ^ u(t) = 0, M 

[i - ^ ] < 0 ^ u(t) = A. 
M 

(32) 

(33) 

пишем ее в виде 

Заключение 
В ходе решения задачи были получены 

Чтобы проанализировать функцию, за- следующие результаты: 

x(t) -если [1 ] > 0 то u (t)=0, 
M 

x(t) -если [1-—^-] < 0 то u(t)=A. 
M 

В терминах поставленной задачи мож-
но сформулировать полученный результат 
следующим образом: пока рынок продук-
тами не насыщен, оптимальной стратеги-
ей будет минимальная рекламная деятель-
ность. При насыщении же рынка продукта-
ми рекламная деятельность должна быть 
максимальной. 

При этом максимальное управление воз-
можно при следующих условиях для на-
чального и текущего объема продаж: 

из такой записи видно, что t ̂  T, (T- t) ^ 0 
из чего следует, что показатель степени 
a(T - t) ^ 0, тогда ea(T- t) ^ 1 и убывает, 

1 
а ea(T-t) соответственно возрастает к пре-
дельному значению 1. При вычитании 
единицы получим возрастающую, но от-
рицательную функцию p(t). 

Запишем условия для постоянного 
u(t) = 0 на всем отрезке, используя соотно-
шение (9) и полученный выше результат 
для p(t) 

p(t) < 0, x(t) < M, t e [0, T] (29) 
или 

S0e-at < M 
t e [0, T]. ( 3 0 ) 

Теперь рассмотрим возможность и усло-
вия переключения управления в данной 
задаче. Функция переключения управле-
ния имеет вид 

bAM 
(S0 U A ) e aM + bA 

bAM 
S 0 < , 0 aM + bA 

, bA, - ( a+ ) t 
M + -

bAM 
aM + bA 

•> M, 

(p(t) = p(t )bu (t) i - x(t) 
M 

(31) 

Так как по результатам, полученным ра-
нее, p(t) < 0 на всем отрезке времени [t0, T], 
а b — заданный положительный пара-
метр, переключение управления происхо-
дит только в зависимости от [i - . По ус-
ловию максимума (8) M 

p(t )bu(t) i - x(t) 
M 

^ max 

t e [0,T]. 

То есть, начальный объем продаж дол-
жен быть меньше определенного уровня, 
а при максимальном управлении объем 
продаж всегда превышает емкость рын-
ка. 

Минимальное же управление — при 
условии выполнения полученного соот-
ветствия начального объема продаж и ём-
кости рынка 

S0e-at < M, 

t e [0, T] 
Все полученные нами теоретические 

результаты можно достаточно наглядно 
проиллюстрировать на рисунках и графи-
ках, которые подтверждают их несомнен-
ную достоверность. 

at 
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Скорость продаж [а:) 

в в в (did а 
3 ф ф е ктивность р е кл а м ной де-ятел ьности (b j | 

т 

ls ^ ^ в а ш ет ы 
Ёмкость рынка [М] 

шй z z в и в а 
Уровень рекламной деятельности [А] 

I в в а ш ш а 

Сопряженная функция при ПЩ-А f e [ 0 , 5 ] 

— p{t) 

Рис. 1. 

Начальный объем продаж (S-j - о -
z z в в а а 
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