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ЗАДАЧА ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ЭКОНОМИЧЕСКОМ РОСТЕ

А н н о та ци я :  задачи оптимального управления естественно возникают в экономике 
при рассмотрении динамических моделей оптимального распределения ресурсов. Часто 
такие задачи связывают с исследованием процессов экономического роста. В последние годы 
интерес к задачам оптимального управления в экономике резко возрос. Это вызвано как по­
вышением общего интереса к динамическим моделям в экономике, так и появлением новых 
моделей оптимального экономического роста — прежде всего моделей развития экономик, 
основанных на знаниях, и моделей, учитывающих глобальные последствия развития миро­
вой экономики. В любой экономике обязательно производится выбор между обеспечением 
текущего спроса (потребления) и будущего (капитальных вложений). Несмотря на то, 
что более высокий уровень потребления всегда предпочтительнее низкого, этот уровень 
потребления означает меньшие капитальные вложения, что влечет за собой уменьшение 
объема выпуска в будущем и как следствие понижение уровня будущего потребления. По­
этому возникает задача выбора той или иной политики в области потребления. Одной из 
крайностей является политика, при которой насколько возможно полно удовлетворяются 
текущие потребности, даже если это грозит катастрофой в будущем из-за понижения 
уровня потребления. Другой крайностью является политика, при которой стремятся 
ограничить текущее потребление, для того чтобы увеличить капитал и уровень потре­
бления в будущем. Множество функций времени для потребления, капиталообразования 
и выпуска продукции возникает при выборе между потреблением и накоплением капитала. 
Из этого множества возможных траекторий роста необходимо выбрать одну. Но предва­
рительно следует получить оценку соотношения текущего и будущего уровня потребления. 
Как только такая оценка выполнена, тотчас возникает задача выбора оптимальной 
траектории роста, то есть задача об оптимальном экономическом росте.

Ключевые слова:  потребление, производство, экономический рост, оптимальное 
управление.
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THE TASK OF OPTIMAL ECONOMIC GROWTH

Abstract:  optimal control problem arise naturally in the economy when considering dynamic 
models of optimal allocation of resources. Often these tasks relate to the study of the processes of 
economic growth. In recent years, interest in tasks of optimal control in the economy has increased 
dramatically. This is called as the improvement of the general interest in dynamic models in econo­
my and the emergence of new models of optimal economic growth — particularly models of economic 
development based on knowledge and models that take into account the global implications of the 
development of the world economy. In any economy, necessarily choose between current demand (con­
sumption) and the future (capital investments). Despite the fact that higher consumption is always 
preferable to low, this level of consumption means lower capex, which entails a reduction in output 
in the future, and as a consequence of the downgrading of future consumption. It is therefore the 
task of choosing one or another policy in the field of consumption. One extreme is politics, in which 
as much as possible full met current needs, even if it threatens a catastrophe in the future due to
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the lowering of the level of consumption. At the other extreme is a policy, which seek to limit current 
consumption in order to increase capital and level of consumption in the future. Many functions 
of time for consumption, capital formation and output occurs when choosing between consumption 
and capital accumulation. From this multitude of possible trajectories of growth, you must select 
one. First, you should get an estimate of the ratio of the current and future level of consumption. 
Once the assessment is completed, immediately raises the task of choosing optimal growth path, 
that is, the problem of optimal economic growth.

Keywords:  consumption, production, economic growth, good governance.

Теоретическая постановка задач
Изучаемая нами задача описывает эконо­

мический рост в агрегированной замкнутой 
экономике. Согласно определению, в [1], агре­
гированная экономика означает, что за вре­
мя t производится единственный однород­
ный продукт, объем производства которого, 
обозначим как Y(t). Замкнутость экономики 
означает, что весь выпуск либо потребляется, 
либо инвестируется в экономику. Обозначив 
общее потребление через C(t), а суммарные 
инвестиции через I(t) получим, согласно тож­
дественному равенству доходов и расходов,

Y(t) = C(t) + I(t). (1)
Инвестиции, в свою очередь использу­

ются для увеличения капитала K(t) и для 
восстановления обесцененного капитала. 
Пусть ц — коэффициент амортизации ка­
питала, т. е. доля капитала, требующая за­
мены, а /uK(t) есть обесцененный капитал, 
тогда выполняется следующее тождество 
для валовых инвестиций:

I(t) = K'(t) + ^K(t). (2)
Таким образом, чистые капитальные 

вложения составляют ту часть инвестиций, 
которая не идет на замещение изношенно­
го капитала.

Обозначим через L(t) потребность в ра­
бочей силе в момент времени t и предполо­
жим, что L растет с известной экспоненци­
альной скоростью п:

L' = nL.

Нормируем объем производства Y(t), об­
щее потребление C(t), суммарные инвести­
ции I(t) и прирост капитала K(t) на одного 
рабочего и введем обозначения:

y = YL1, c = C L 1, i = IL-1, k = KL-1.

В этих обозначениях тождество доходов 
и расходов (1) можно переписать как

y(t) = c + i (3)

а тождество валовых инвестиций (2) как 

i(t) = K 'L -1 + fik. (4)
Скорость изменения величины капита­

ловооруженности рабочего можно записать 
следующи )браз м:

dk _  d /  К\ _  =  К +  
dt dt VI )  L +  L L’

или, полагая ц + n = m — суммой нормы 
амортизации капитала и темпа роста чис­
ленности рабочей силы, получим

К'
—  =  k ' +  п Jc, i ( t )  =  к' +  т к. (5)
L

Доход y(t), приходящийся на одну еди­
ницу рабочей силы, предполагается извест­
ной дважды непрерывно дифференцируе­
мой функцией f(k), обладающей следующи­
ми свойствами:

f(k) > 0, f'(k) > 0, f"(k ) < 0 Vk > 0, 
f(0) = 0, f'(0) = v.

Учитывая полученные формулы (3)— (5), 
получим основное дифференциальное урав­
нение модели экономического роста:

k ' = -  mk(t) -  c(t) + f(k(t)). (6)
Прибыль, приходящаяся на одного рабо­

чего, распределяется на потребление, при­
ходящееся на одного рабочего c(t), на под­
держание уровня капитала, приходящегося 
на одного рабочего mk(t) вследствие пониже­
ния стоимости капитала и увеличения еди­
ниц рабочей силы, и чистый прирост капи­
тала k'(t), приходящийся на одного рабоче­
го. Функцией управления в задаче является 
уровень потребления c(t), приходящийся на 
одну рабочую единицу, причем очевидно, 
что c(t) удовлетворяет ограничениям

0 < c(t) < f(k).

Для упрощения задачи можно исполь­
зовать ограничение 0 < c(t) < с, не завися­
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щее от k. Целью экономического планиро­
вания является повышение уровнк ж и з н и  
населения, который мы будем оценивать 
е пвмощью функции V(a), выважающеа 
блфговостнянле в момьна врьмона Д. Зада­
ча ониимальноко инрауленан состоит р мак- 
симизиции фкзлциьннла

Д О - S ( t - t 1 ) V(c(t)Bdt -2  max.

Здапь У > а , коснар аемае норной дис - 
контировацин, втрнвтериьует скоеодто 
изменения илтесвса к Нлагосостоян т ю. 
Белошае знапоноа ке рапзыиает но то. впо 
мы щэеашочнтаем тлиженшее вреьси Нуди- 
щому. Множиапль е~ад садавт п]эеднснз'е, 
ние потраИлендя двя различных мнмен- 
идз имемеди. Ич]аеоаои, что РОНН — фумоция 
пивьзностн, е сплаарость V
в любой момент времени как функцип 
от потребления на одного раблчсго. ]Е>ауг- 
дем считать, чпт —ник- ия полнпнпсан -из­
вестная, доалсды ннпрнры вно дифферен­
цируем ая фдокция, нровлеевв .яющнь ус­
ловиям:

V(c) > 0, V'(c) > 0, V"(c) < 0,
V'(0) = ю, V(+&>) = +ю

Пусть в начальный моме нм врс мели t° 
известна велнчика k(t1"- ОТДН е п. В-Н,- U -— о. о  
в ктпнпиый момент вксмени цоесень копи- 
тала должен быть не ниже заданного зна­
чения k2.

Тапим обктним,задвча опвимилдвугс ро­
ста клн аврег ирваоидоИ т̂ н̂̂ л̂1^̂ ное[ окени- 
мики преоставлнеа собой тсвочр траевое- 
рии понпиблення ав орного иабооего т-ава- 
кой, что

/( с )  = f 2 e -5(y-tlV (c (t))d t  — тгх, 

k ' = f(k) -  mk -  c, 
k(ti) = kj

0 < c()) < с
Учет ограничения k(t) > 0, c(t) < f(k), 

tj < t< t2 приводит нас к задаче оптимально­
го управления с фазовыми и смешанными 
ограничениями. Для построения оптималь­
ного процесса сформулируем принцип мак­
симума Понтрягина [2]. Построим функцию 
Гамильтона:

H(t,k, c,X) = -e -S(t-tJ)V(c) + X[f(k)- mk -  c]

вели фонкция Понтряоаш а достинаеи 
мапаомвмо во внниpвннтй точке минжесина 
допуеннмых рночений упрап—ен1—а ев но оп - 
вдманвнои ь. я тмя ит сд решеуием огpaвдeния

г-((с-Иу (оС+ ДнО. -о)

Уцкннонин - ля coпnтжакдoн финк-и а
И М НСТ ни-

А -= -  —  = -A [f= k - + т]. го)

Воодон функдип
^В) = A(t)e- ‘°CtĤ .

С помодн,ю этой фуркцль уравнения (7), 
T8) ненопишагтея о ануо

в"(М М #00 == 0, 
в' з= 5# - / ' #  - # т

ИЛ И

Л[ + f '(k )  = д + в + 5 
9

Это уравнение можно лноерпретировать 
так, что чистый доход от применения еди­
на цы капитала на одного рабочего равен 
нулю; при этим ристьш доход смладывается 
из и neпееснoв с пpoдyктa н донодоь г; ие шу­
нт ов УI мвкуо потери от- амефтизацид (н), 
иои-снсдни ]е наорроноленин в тоонкнснтвни 
к иокосно нвстлсиди (ц) и норме писаовтине-
вании ]во оаомони ВВ.

Поовплена на опопмалвной сраоотосии 
# (0  л АСоОе-5- - ^  ^оамнс дифференциро­
вания равенства по времени получим:

1 =  _  у ррсс0 р 
g  К 'ф  С

Отношение  ̂ может быть интерпрети­
ровано как выигрыш капитала в терми­
нах функции полезности V. Окончательно 
из этих уравнений следует, что

(V = (<т(с)) 1( f ' (k ) -  g - n -  8) с;
к' =  /( /с )  — (д +  п)к — с,

V” (c)

(8)

где — эластичность пре­жде)
дельной полезности. Одним из допустимых
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решений этой системы будет такое решение, 
в котором ни потребление на одного рабоче­
го, ни капиталовооруж енность не м еняю т­
ся во времени:

с* = 0, k* = 0

Чтобы потребление на одного рабочего 
было постоянным, необходимо такое k = k*, что

f'(k*) = ц + n + 8

и капиталовооруж енность рабочего сохра­
няет свое значение k*, если потребление на 
одного рабочего с = c* равно

с* = f(k*) -  (ц + n)k*.

П олучим  систему
f ( k * )  =  ц +  п +  8; 

с* =  f (k * )  — (д +  ri)k*.

det ( * С ) Г < :Т Ч П )  = P2

Ф ункция f"(k ) < 0, поэтому характери­
стическое уравнение имеет два действи­
тельны х корня противополож ного знака, 
и точка равновесия (k*, с*), соответствую ­
щ ая сбалансированному росту, является 
седловой точкой, а положение равновесия 
является неустойчивым.

Практическая часть: разработка про - 
граммного комплекса

Д ля реализации задачи об оптим аль­
ном экономическом  росте был разработан 
програм м ны й комплекс. П рограмма состо­
ит из двух частей и имеет следующ ую логи­
ческую  структуру.

1. Вычисление значения интеграла м е­
тодом трапеций, в зависимости от значений 
параметров, которые вводятся пользовате­
лем с клавиатуры.

2. П остроение графика системы  двух 
дифф еренциальны х уравнений первого по­
рядка на заданном  интервале.

Так как в ходе выполнения данной ра­
боты стояла необходимость визуализации 
(построение графиков функций), было р е ­
шено реализовы вать техническую  часть на 
языке C#.

Я зы к п рограм м и рован и я  C# —  объ ек ­
тн о-ори ен ти рован н ы й  язы к п р огр ам м и ­
рован и я  вы сокого уровня. Р азработка в е ­
лась в среде п рограм м и рован и я  M icrosoft

Это положение равновесия системы  на­
зы вается сбалансированны м  ростом, при 
котором

L (t ) = = c*L(t) = с* L1en{-t~tl) ■,
K { t )  = fc*L(t) = /c*L1en(t_tl),7 ( t )  =

Такое положение равновесия мож ет 
быть как устойчивым, так и неустойчи­
вым. Д ля того чтобы  исследовать решение 
(k*, с*) на устойчивость, линеаризуем систе­
му (8) в окрестности  точки (k*, с*), учи ты ­
вая только линейные по отклонению сла­
гаемые. Имеем

( с ’ =  (а (с * ) )_1с * / " ( П ( / с - / с * ) ;
I  к' =  8(к — к*) — (с -  с*).

П остроим характеристическое уравне­
ние этой  системы:

-  Sp+  (ct(c*))“V /"(/c*) = 0.

V isual Studio 2015. C# с та н д арти зи рован 
в ECM A  (О CM A-334) и IS О (ISO/IE C 23270) 
[6].

Н а дл нн ы й мом / о т д о ступ н а  версия
7.0 (в ы п у с к сы4Т2ял 1о 2 м ер та 2 0 с7 года) . 
н нщ иыс24ет д о мтаточ ное с ислн о ф и ц б- 
ал ьн ы х би ( т иыс24, содерж  ащ и х с ол с- 
ш ой 7некор норр оон н ы х фро к о;ий, клас- 
с о в и  мнтмдоо .

Аы бр ан н #я с]сид с- . аэдабо ск и ^ е с п сбн - 
вает интерактивны й способ конструирова­
ния диалоговы х окон.

П риложение тестировалось на ЭВМ 
под управлением операционны х систем 
Windows 10 и Windows 8.1. Д ля коррект­
ной работы  программы  необходима версия 
ОС под управлением Windows версии не 
ниже 7, а так же компонент Microsoft.NET 
Fram ew orkверсиине ни ж е4.5 .2 .

Вычислительный эксперимент
В д т н ном мтоиелн х # ед ста в лены  р с - 

зультаты  вы чи сл и тел ьн ого эксперим ен­
та с итпол озов а н ием р а зр аВотан н ой про- 
грам  м ы .

Во есех нрихоирнньохн и ж е хр иметохх О-# 
дут испол хстсаться Фхррцир

/ ( fc )  =  f k ,  V (c) =  ffc +  a , a > 0.
Проверим, вы полняю тся ли для этих 

ф ункций требуем ы еусловия.
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Ф ункция f(k) долж на удовлетворять ус­

ловиям:

f(k) > 0, f'(k) > 0, f" (k ) < 0 V k > 0, 
f(0) = 0, f'(0) = v.

Пусть эта ф ун кц тя  имеет ви д : 
f ( k )  =  Лк > 0 ,

№ ) =  2Л> >  а  

Г № )  =  - 4 7 >  <  0  
/ ( 0 )  =  7 0  =  0, 

/ ( 0 )  =  2— ! =

Ф ункция V(c) долж на удовлетворять ус­
ловиям:

У(е) > 0, v '(2 > о, v " ( д  т 0, 
V'(0) = v ,V (+v) = +ю

В ы берем эту ф ун к ц и ю т не пт:
V (c) д  Тс +  а > 0 ,

к ' ( с ) д ! 1 Р >  а

с ^ д Д д ^

I ''(0 ) a - J ^ a  О,
з Л/с)

К( +  ОТ) а: +  ОТ.
Обе функции удовлетворяют требуемым 

условиям.

Пмимер е .

Н ачальные условия:
f (k )  д  л / ,7 ( с )  д  ЛВ0 -  1, 
t1 =0, t2 = 1ят, / к  = 0,0Д: п  = 0,01, 
8 =5.

Найдем к* из уравнения f'(k*)  =/1  + п + 0. 
П олучим  

1
д  0,06 +  0 ,0 1 +  5

1
2л/Р  

k* =
\00,14. 

к* а  0,0097

Подстав!;!//! k* в c* =f(k*) -  (p. + n)k*. 
Тогда

с* д  70,0097 -  (0,06 +  0,01)0,0097 
с* =  0,0979.

П одставим с* в J(c):
г 180 _______

/ ( с )  =  I e - 5(t- 0) (3)0,0979 +  l )d t  =
Оо
г 181 г 080

=  0,46 I e _5toi!t+ I e~ 5t dt с
1о 1о

*  0,46 ( - + = - 900 +  + е ° ) +

+  1 ( - 5 - е - 900 +  ^ е 0)  =  0̂ 09J-J +  0,2 =  0,292.

На рисунке 1 представлен результат ра­
боты  программы  с д атн ы м и  параметрами:

mu * 

п = 

delta = 

t l  = 

kl =

J* 10.2923 ]

Рассчитать 

Построить график

Выход

0.06
0,01

t2 = \m 
с = П

Рис. 1. Потребление резко растет, инвестициипрактическиотсутствуют
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П р и м ер  2.
Начальные ус л овия:
f ( k ) =  v ) ,  Е (с) =  Ус +  10,
t1 =0 , t2 = 080, -с = 0,06, о  = 0,01, 0 о  5ш
Аналогично сы чн сл еги ям  им нримера 1 

и геем  
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— =  =  О,0)(6 -6 0^01 ^  5 
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- ==Ш
к* г  о ,о е ч :
с* г  f(k.*5 — (ц +  п)к*
с* - Иo ,o o i :  — ((0,06 +  о,0 1 )е ,ио 1 и
С* =  0,01И9.

Подстави(б с* )  J(o):J( =81 +______
е -5(г-о) [Ио,01И1 +  10)dt г

т
1=80 р=80

г  0Д6 I e _5t —( t +  1о I e -5 t c)t
ао В

с  0,4(5 0 ^ ^ е -  900 +  1 е 0)  +

+ 10 ( —0 е -900 +  0 е о)  г  о,12 +  2 г  2,012.

На риоунке 2 представлен  результат 
работы  п роорал м ы  с дан н ы м и  парам ет- 
ром и:

mu =

п = 

delta = 

tl = 
к1 =

J=  12.0928

0.06
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Рдс. 2. Результбаы вигаасоений схожи с рес.льобсами примера 1

П р и м ер  3.
Н ачальны еусловия:
/(& ) г  2 = 0 (с) г  Ус 2- 2о, 
t1 = 0 , t 2 = 180, ц = 0 ,3 ,п = 0,05,
8 = 0,5.
П осчи таем  все необходим ы е в ел и ч и ­

ны:
1

— •—  = 0,3 + 0,0 5 + 0,5
2=к*

к" = 0,346
с* =И(к*Р -  )и + п)к*
с * и  ^ 0,346 -  (0,3 к 0,05)0,346
с = 0,467

П од ста .ом  с * в J (с):
180 ______

e -0,5(t-0)( ̂ 0,467 + 20)d t и
о
0180 р180

и 0,77 I e -0 5 tdt к 20 I e -05t dt =
0 0

= 0,77(-Ы е-90 + Ые0) + Ы0(-Ые-90 + Ые0) и  
И 0,77 • Ы + Ы0 • Ы = 41,54.

На рисунке 3 представлен  результат 
работы  програм м ы  с д ан н ы м и  п арам е­
трами:
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Рис. 3. Очевидно, что инвестиции не растут, а напротив, резко убывают.

Из примеров 1— 3 видно, что увеличе­
ние коэффициента амортизации капита­
ла ц также незначительно замедляет рост.

Во всех приведенных примерах при­
рост капитала неизбежно снижается со вре­
менем и добиться его роста можно только 
в случае уменьшения уровня инфляции.

Пр им ер 4 .
Начальные условия:

f { k ) = Ук,У(уУ = 1[с +  20,
(  = 0 ,t2 = 180, p = 0,3, n = 0,05, 8 = 0,5.
Тогда

1
— •—  = 0,3 + 0,05 + 0,5
2 V F
к" = 0,346
с* = f(k* )- )и + п)к*
с * = 7 0346 -  (0,3 -к- 0,05)0,346
с* у 0,467
Подставим с* в J(c):

•9

delta = 

t1 = 

k l  =

0.02
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c= n

J - 118.9581
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Рис. 4.
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Рис. 5.

Рисунки 4— 5 —  примеры увеличиваю ­
щ егося прироста капитала.

По результатам вычислительного экспе­
римента можно сделать следующ ие выводы 
о влиянии различны х параметров на эконо­
м ический рост:

1. Изменение размера временного интер­
вала (tJ, t2) практически не влияет на полу­
чаемы й результат.

2. Увеличение скорости роста рабочей 
силы  n незначительно замедляет экономи­
ческий рост.

3. Увеличение коэфф ициента амортиза­
ции капитала д  также незначительно за­
медляет рост.

4. Уменьшение нормы дисконтирова­
ния S значительно увеличивает скорость 
роста, что говорит о важ ности долгосрочно­
го планирования.

5. Изменение исследуемой ф ункции не 
меняет величину влияния параметров на 
скорость роста.

Заключение
Главны й вы вод для  задачи  данной  м о­

дели  следую щ ий: тем п р оста  объем а п р о ­
изводства  товаров во все периоды, совп а­
дает с «экон ом и чески м » ростом , то есть 
с р остом  денеж ной  стои м ости  всех вы п у­
скаем ы х товаров и, следовательно, с п р о ­

центом  на капитал. При соответствую щ их 
значениях норм затрат и норм вы пуска на­
родное хозяйство в данной  м одели  м ож ет 
н аходи ться  в состоя н и и  н еогран и чен н о­
го роста.

П ринцип м акси м ум а  м ож ет бы ть 
успеш но использован  при реш ении  р а з­
ли чн ы х экон ом ических задач, в которы х 
участвую т переменные, зависящ ие от вре­
мени. В частн ости , это задача оп ти м ал ь ­
ного эконом ического роста. С ледует отм е­
тить, что  для  получен ия  н етри виал ьн ы х 
результатов м огут п отребоваться  оп реде­
ленны е м атем атические усилия.

В ходе исследовательской деятельности  
был сф орм улирован принцип м аксим ум а 
для задачи оптим ального экономического 
роста. Все теоретические результаты, по­
лученны е в работе, бы ли проиллю стриро­
ваны  разработанны м  програм м ны м  ком ­
плексом.

Таким образом, достигнуты  следующ ие 
результаты:

1) исследована модель оптимального 
экономического роста;

2) предложены численные методы реш е­
ния поставленной задачи;

3) разработан програм м ны й комплекс 
для проведения вы числительного экспе­
римента.
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ЭКОЛОГИЧЕСКИЕ ПАТТЕРНЫ  
И СОВРЕМЕННОЕ ЕСТЕСТВОЗНАНИЕ

(Статья публикуется по решению редакционной коллегии с целью обсуждения 
проблемы экологизации естественных наук)

Аннотация: для современного этапа развития естествознания, характеризующе­
гося динамичностью взаимоотношений человека и биосферы, свойственно формирование 
новой тенденции — экологизации естественных наук. Это связано как с проникновением 
экологических факторов в сложившуюся систему знаний, так и с применением естествен­
нонаучного знания для решения конкретных экологических или природоохранных проблем. 
В качестве междисциплинарной экологизации особенно характерен пример возникновения 
такой смежной области знаний, как геоэкология, имеющей широкое распространение 
в геологических, географических, почвенных исследованиях.

Ключевые слова: геология, геоэкология, экологическая геология, экологическое по­
чвоведение, естествознание, паттерны, экологизация науки.
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V. L. Bocharov

ECOLOGICAL PATTERN 
AND MODERN SCIENCE

(Article is published according to the decision of editorial board for the purpose of 
discussion of a problem of greening of natural sciences)

Abstract: the present stage of science development is characterized by dynamic relationship 
between man and the biosphere. It is forming a new trend - the ecologization of the natural sci­
ences. This is due to the penetration of environmental factors into existing system of knowledge and 
with the use of scientific knowledge to solve specific ecological or environmental problems. Typical 
example of an interdisciplinary ecologization of such a related field of knowledge is geoecology, 
having widespread in geological, geographical, soil investigations.

Keywords: geology, geoecology, environmental geology, environmental soil science, natural 
science, patterns, the ecologization of science.
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