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Abst rac t : mathematical modeling of diseases is a powerful tool for investigating the mecha-
nisms of disease spread. Epidemiological models serve as a basis for predicting and estimating the 
spread of the disease. To mitigate and oversee the epidemic, it is important to study and develop 
qualitative and adequate mathematical models of the epidemic. 
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Введение 
Сохранение и укрепление здоровья на-

селения — важнейшая социально-эконо-
мическая проблема, неотъемлемой ча-
стью которой является уменьшение инфек-
ционной заболеваемости. В решении этой 
задачи предупредительные меры играют 
главную роль. Прогнозируемые динами-
ки распространения заболевания позво-
ляют разработать и применить адекват-
ные меры противодействия, обеспечить 
правильное использование материальных 
и людских ресурсов. Информационной ос-
новой прогноза в рассматриваемой области 
служат статистические данные, регулярно 
получаемые соответствующими профиль-
ными структурами. Например, в Санкт-
Петербурге (и многих других регионах 
России) наблюдение за распространением 
гриппа и острых респираторных вирусных 

DOI: 10.22394/1997-4469-2019-47-4-108-124 

инфекций осуществляет центр, организо-
ванный на базе НИИ гриппа Минздрав-
соцразвития России. Специалисты НИИ 
гриппа инициировали настоящее иссле-
дование, а также выступили в роли науч-
ных консультантов и экспертов в ходе его 
проведения. Исследование направлено на 
разработку методов и моделей, позволяю-
щих получить прогноз развития эпидемий 
и оценку эффективности различных мер по 
противодействию их развитию с приемле-
мой для решения практических задач точ-
ностью. 

Трудность моделирования распростра-
нения заболеваний прослеживается давно 
(начало использованию математических 
методов при исследовании эпидемий было 
положено в середине XVII в.). За это время 
методы моделирования заболеваний неод-
нократно совершенствовались, возникали 
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варианты моделей, так или иначе отобра-
жающие особенности исследуемых процес-
сов. Впрочем, сделать вывод, что постав лен-
ная проблема решена пока нельзя. 

Математическое моделирование заболе-
ваний является мощным инструментом для 
исследования механизмов распространения 
заболевания. В этом контексте эпидемиоло-
гические модели служат основой для про-
гнозирования и оценки динамики распро-
странения заболевания. Для ослабления 
и надзора за эпидемией важно изучать ка-
чественные и адекватные математические 
модели эпидемии. В настоящее время бла-
годаря достижениям в сфере математиче-
ского моделирования это является осуще-
ствимой задачей. 

Цель работы 
Рассмотреть методы математическо-

го моделирования до 1990-х годов и после 
2000-х. 

Выбрать современную модель процесса 
распространения заболеваний. 

Реализовать компьютерную модель рас-
пространения заболевания для получения 
прогноза в автоматическом режиме. 

Провести анализ компьютерной моде-
ли. 

1. Развитие математических моде-
лей процесса распространения заболе-
ваний 

1.1 Способы противодействия про-
цессу распространения заболевания 

В истории человечества известно нема-
ло эпидемий, уносящих жизни большого 
числа людей во всем мире. Во время эпи-
демий погибали целые народы. Одними из 
самых страшных эпидемий были эпиде-
мии оспы, известные еще с давних времен 
(450 г до н. э. — 1977 г.). В 1976 году эпиде-
мия оспы унесла жизни около 2 миллионов 
людей. В связи с этим Всемирная Органи-
зация Здравоохранения приняла постанов-
ление о поголовной вакцинации, благода-
ря чему, в 1977 году был отмечен последний 
случай заражения этой инфекцией. В на-
стоящее время оспы больше не существу-
ет. В 1916 году — эпидемия полиомиели-
та в Европе и США. За один год в США по-
лиомиелитом заразились 27 тысяч человек. 
В 1917—1921 гг. — эпидемия сыпного тифа. 
В этот период в России погибло около 3 мил-
лионов человек. 

Еще одна смертельно опасная эпиде-
мия захлестнула мир в 1918 году. Это было 
начало нового инфекционного заболева-
ния, в настоящее время общеизвестного 
под наименованием «испанского гриппа» 
или «испанки». Его также именуют Вели-
ким гриппом или гриппом 1918 года. К фи-
налу Перовой мировой войны погибло око-
ло 37 миллионов человек. Спустя год, забо-
леваемость понизилась, но, тем не менее, 
прецеденты заболевания появлялись. По 
разным подсчетам количество жертв этой 
болезни составило от 50 до 100 миллионов 
человек. Этот вид гриппа появился вслед-
ствие передачи инфекции от птиц челове-
ку, организм которого не был готов к атаке 
нового вируса. Люди умирали от осложне-
ний, связанных с возникновением жидко-
сти в легких, от недостаточности кислоро-
да. Спустя год заболевание стало менее 
активно в связи с тем, что вирус мутиро-
вал в менее опасные для людей штаммы. 
В 1921—1923 гг. от чумы в Индии погибло 
около 1 миллиона человек. 

Вторая эпидемия полиомиелита пораз-
ила мир в 1950 году. Тогда и была изго-
товлена вакцина. В СССР первую поголов-
ную вакцинацию провели в Эстонии, где 
заболеваемость была самой высокой. С тех 
пор прививка внесена в Национальный 
календарь прививок. В 1952 году числи-
лось 58 000 прецедентов заболевания по-
лиомиелитом в США. Одна треть заболев-
ших была парализована, более 3000 чело-
век умерли. Заражение инфекционными 
заболеваниями рассматривается объек-
том повышенного внимания и порождает 
возрастающую озабоченность в обществе, 
что, определённо, осознается и на государ-
ственном уровне. 

Исходя из уроков прошлого, бесспорны 
значимость и необходимость выполнения 
профилактических мероприятий. В преж-
ние времена мероприятия по ограничению 
распространения инфекции проводили са-
мыми обыкновенными методами — изоля-
ция и карантин, улучшение персональной 
гигиены, применение дезинфицирующих 
средств, попытки не формировать боль-
шого скопления людей. Так, во время «Ис-
панки» 1918 года, в некоторых странах на 
целый год были закрыты общественные 
места, суды, школы, церкви, кино. Были 
закрыты магазины, и торговцы обслужи-
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вали клиентов прямо на улице. В одном из 
городов США были запрещены рукопожа-
тия. В некоторых странах был введен воен-
ный режим. 

Почти для всей территории Российской 
Федерации (РФ) существует опасность воз-
никновения экстренных ситуаций в сфе-
ре общественного здравоохранения, ассо-
циированных с вирусными инфекциями. 
Диапазон этой опасности, определяемый 
вероятностью формирования местных 
прецедентов инфекций и их привоза с эн-
демичных территорий, неодинаков как для 
разных субъектов РФ, так и для обособлен-
ных муниципальных районов каждого из 
субъектов. 

Профилактические мероприятия — зна-
чимая составляющая системы здравоохра-
нения, нацеленная на становление у насе-
ления медико-социальной инициативности 
и мотивации на здоровый образ жизни. Во-
просы предупреждения инфекций на ос-
нове выполнения правил личной гигиены 
и разумной диететики занимали значимое 
место в медицине древнего мира. Впрочем, 
модернизация научных концепций профи-
лактики началась лишь в XIX в. благодаря 
развитию общебиологических наук, меди-
цинской науки в целом и возникновению её 
многочисленных дисциплин, занимающих-
ся частными вопросами физиологии, сани-
тарии и эпидемиологии. Огромную роль сы-
грало возникновение общественных идей 
в клинической медицине. Передовые врачи 
и деятели медицинской науки (как в Рос-
сии, так и за рубежом) видели будущее ме-
дицины в становлении общественной про-
филактики и в связи лечебной и профилак-
тической медицины. 

Подчеркнем роль общественной, вклю-
чающую систему действий по охране здо-
ровья коллективов и индивидуальную про-
филактику, подразумевающую выполнение 
правил персональной гигиены в быту и на 
производстве. Личная гигиена включает 
предосторожности по предупреждению ин-
фекций, поддержанию и укреплению здоро-
вья, которые реализует сам человек, и фак-
тически заключается в выполнении норм 
здорового образа жизни, к персональной 
гигиене, гигиене супружеских и семейных 
отношений, гигиене одежды, обуви, разум-
ному питанию и питьевому режиму, гигие-
ническому обучению подрастающего поко-

ления, разумному распорядку труда и от-
дыха, активному занятию физической 
культурой и др. 

Общественная профилактика включает 
систему социальных, экономических, зако-
нодательных, воспитательных, санитарно-
технических, санитарно-гигиенических, 
противоэпидемических и лечебных меро-
приятий, планомерно проводимых госу-
дарственными институтами и обществен-
ными организациями с целью обеспечения 
всестороннего развития физических и ду-
ховных сил граждан, устранения факто-
ров, вредно действующих на здоровье на-
селения. Меры общественной профилак-
тики нацелены на поддержание высокого 
показателя общественного здоровья, устра-
нение причин, порождающих инфекции, 
формирование эффективных условий кол-
лективной жизни, включая условия тру-
да, отдыха, материальное обеспечение, 
жилищно-бытовые условия, увеличение 
ассортимента продуктов питания и про-
дуктов народного производства, а также 
развитие здравоохранения, образования 
и культуры, физической культуры. Резуль-
тативность мер общественной профилак-
тики во многом зависит от осознанного от-
ношения граждан к охране своего здоровья 
и здоровья других людей, от деятельного 
привлечения населения к выполнению оз-
доровительных мероприятий, от того, на-
сколько полно каждый гражданин приме-
няет обеспечиваемые ему обществом воз-
можности для укрепления и сохранения 
здоровья. Практическое выполнение об-
щественной профилактики требует зако-
нодательных мер, непрерывных и немалых 
материальных затрат, а также коллектив-
ных действий всех звеньев государствен-
ного аппарата, медицинских учреждений, 
предприятий промышленности, строи-
тельства, транспорта, агропромышленно-
го комплекса и т. д. 

В зависимости от состояния здоровья, 
возникновения факторов риска заболева-
ния или выраженной патологии можно из-
учить три вида профилактики: 

1. Первичная профилактика — схема 
мер предупреждения зарождения и фор-
мирования заболеваний (дезинсекция, 
дератизация, вакцинация, разумный ре-
жим труда и отдыха, разумное качествен-
ное питание, физическая активность, ох-
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рана окружающей среды и т. д.). Перечень 
мероприятий первичной профилактики 
может обеспечиваться в масштабах госу-
дарства. 

2. Вторичная профилактика — комплекс 
действий, нацеленных на предотвращение 
выраженных факторов риска, которые при 
определенных обстоятельствах (стресс, сни-
жение иммунитета, избыточные нагрузки 
на любые функциональные системы орга-
низма) могут привести к формированию за-
болеваний. Это динамическое наблюдение, 
направленное лечение, разумное постепен-
ное оздоровление. 

3. Некоторые эксперты рекомендуют 
термин третичная профилактика как ком-
плекс мероприятий по реабилитации боль-
ных, потерявших способность к нормальной 
жизнедеятельности. Третичная профилак-
тика решает задачу социальной (повыше-
ние уверенности в собственной социальной 
пригодности), трудовой (вероятность восста-
новления трудовых навыков), психологиче-
ской (восстановление коммуникативной ак-
тивности) и медицинской (восстановление 
функций органов и систем организма) реа-
билитации. 

В современном мире существует два ос-
новных способа профилактики распростра-
нения заболеваний: 

1. Иммунопрофилактика. 
2. Программа «Здоровье». 
Иммунопрофилактика — это вид профи-

лактики вирусных заболеваний, непосред-
ственно связанный с созданием в организ-
ме человека иммунитета (невосприимчи-
вости) к определенному вирусу с помощью 
иммунизации и называемый специфиче-
ской иммунопрофилактикой инфекцион-
ных заболеваний. Выделяют два основных 
варианта иммунопрофилактики: 

Активная иммунизация (вакцина-
ция) — после внедрения в организм че-
ловека сыворотки (антигена возбудителя 
или живых ослабленных микроорганиз-
мов) происходит образование особых ан-
тител, которые даже при инфицировании 
препятствуют развитию вирусного заболе-
вания. В настоящее время проводится ак-
тивная вакцинация против таких вирус-
ных заболеваний как столбняк, коклюш, 
дифтерия, вирусный гепатит В, полиоми-
елит, корь, краснуха, эпидпаротит («свин-
ка»), туберкулез. 

Пассивная иммунизация предполага-
ет введение в организм готовых антител 
к определенной инфекции, что применя-
ется для срочной профилактики вирусных 
заболеваний (экстренная профилактика 
столбняка). 

Программа «Здоровье» включает в себя 
пропаганду здорового образа жизни, лич-
ной гигиены. Просвещает в области пове-
дения человека в условиях возможного за-
ражения различными видами заболеваний 
путем радио-, телепередач, проведения кур-
сов лекций, семинаров, мероприятий по соз-
данию благоприятных, безопасных условий 
труда на рабочих местах, в школах, в дет-
ских садах. 

Очевидно, что предупреждать вирусные 
заболевания только медицинскими мерами 
невозможно. В решении создавшейся про-
блемы необходимо участие экспертов раз-
личной научной и практической ориенти-
рованности. 

1.2 Введение в математическую эпи-
демиологию 

Математические методы для исследо-
вания заболеваний были впервые исполь-
зованы в 1760 году Даниэлем Бернулли, 
который анализировал с их помощью ре-
зультативность разнообразных методов 
прививки против оспы. В 1840 году Уи-
льям Фарр успешно охарактеризовал дан-
ные по смертности от оспы в Англии и Уэль-
се за промежуток с 1837 по 1839 год кривой 
нормального распределения. Этот способ 
был развит Джоном Браунли, напечатав-
шим в 1906 году статью «Статистический 
подход к иммунной защите: теория эпиде-
мий» (Brownlee, 1906), в которой он соотно-
сил ряды эпидемиологических данных на 
основе распределения Пирсона. Два дру-
гих учёных того времени, Хамер и Росс, ис-
пользовав одними из первых математиче-
ское описание распространения заболева-
ний, сумели решить задачи по выяснению 
механизмов систематического повторения 
эпидемии кори и выявлению взаимосвя-
зи между числом комаров и возникновени-
ем малярии. Труды Хамера и Росса, наряду 
с более поздними работами Росса и Хадсо-
на, Сопера, а также Кермака и Маккендри-
ка (Kermack, McKendrick, 1927), послужи-
ли теоретической основой для дальнейших 
исследований в сфере математического мо-
делирования эпидемий. В упомянутых ра-
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ботах для задач эпидемиологии был впер-
вые применён так называемый «закон дей-
ствующих масс», согласно которому число 
вновь инфицированных в популяции пря-
мо пропорционально произведению теку-
щих численностей восприимчивых и инфи-
цированных индивидов. Модель Кермака 
и Маккендрика дала начало широкому при-
менению детерминированных SIR-моделей 
(«Susceptible — Infected — Recovered»), в ко-
торых с помощью систем дифференциаль-
ных уравнений (непрерывное время) или 
разностных уравнений (дискретное вре-
мя) описывается динамика групп воспри-
имчивых, инфицированных и выздоро-
вевших индивидов. В начале двадцатых 
годов XX века исследователями-эпидеми-
ологами было установлено, что для описа-
ния распространения эпидемий внутри не-
больших групп населения, например, семей 
(эта задача актуальна для таких заболева-
ний, как корь), вместо детерминированного 
описания целесообразнее [7] использовать 
вероятностное. В 1926 году Маккендрик 
сформулировал стохастический вариант 
SIR-модели с непрерывным временем для 
вывода уравнений, описывающих продол-
жительность эпидемии, применительно 
к гриппу и малярии, но его работа не сра-
зу получила признание. Большое влияние 
на развитие класса моделей с вероятност-
ным описанием оказала работа Гринвуда 
1931 года, посвящённая изучению вспыш-
ки эпидемии кори, а также модель Рида 
и Фроста, разработанная авторами при-
мерно в 1928—1930 годах, но опубликован-
ная лишь в 1952 году. В моделях Гринвуда 
и Рида—Фроста описание численностей ин-
фицированных индивидов на каждом вре-
менном промежутке приводило к использо-
ванию цепи биномиальных распределений, 
отсюда возник термин «цепочечно- бино-
миальные» модели. Долгое время неиз-
вестным являлся факт, что ещё в 1889 году 
российским врачом-эпидемиологом Петром 
Дмитриевичем Енько была опубликована 
модель распространения инфекционного 
заболевания в дискретном времени, уравне-
ния которой описывают средние значения 
численностей групп, получаемых в модели 
Рида—Фроста (Енько, 1889). Модель Ень-
ко стала известной благодаря обзору Клау-
са Дитца и Дитера Шенцле, посвящённому 
истории применения математических моде-

лей в эпидемиологии. В дальнейших своих 
работах Дитц и Шенцле обсуждали способы 
обобщения модели Енько на основе исполь-
зования различных законов распределений 
для числа контактов. Публикация Енько 
была переиздана в 1989 году на английском 
языке, а сам П. Д. Енько в настоящее время 
признан первым в истории специалистом 
по моделированию эпидемий в современ-
ном понимании этого слова. Исследования 
стохастической SIR-модели в непрерывном 
времени, опубликованные в 1949 году Барт-
леттом, положили начало развитию стоха-
стических моделей эпидемических процес-
сов. Помимо более поздних работ Бартлетта 
(Bartlett, 1978), большой вклад в развитие 
приложений теории случайных процессов 
к моделированию эпидемий внесли работы 
Бейли (Бейли, 1970) и Уиттла. В 1957 году 
Кендаллом была сформулирована одна из 
первых пространственных моделей рас-
пространения эпидемий на основе уравне-
ний в частных производных (Kendall, 1957). 
В том же году Бартлетт описывает распро-
странение эпидемии на узлах простран-
ственной структуры размера 6x6, пользу-
ясь методами имитационного моделирова-
ния — нового направления, основанного на 
компьютерном моделировании изучаемых 
систем с применением численных методов 
Монте-Карло. В 1971 году Фоксом и Элвбэ-
ком с соавторами была опубликована пер-
вая индивидуум-ориентированная модель 
распространения заболевания (Elveback, 
1971). Новое направление [8] имитацион-
ного моделирования не сразу получило 
признание в научном сообществе, вероят-
нее всего из-за недостаточные количества 
данных для настройки индивидуум-ори-
ентированных моделей и невысокой про-
изводительности ЭВМ того времени. На-
чало и середина 80-х годов были ознамено-
ваны появлением первых математических 
моделей оценки эффективности различных 
методов борьбы с раком, в том числе мас-
совых обследований, направленных на об-
наружение злокачественных образований. 
Эти модели разрабатывались как на осно-
ве детерминированного, так и на основе 
вероятностного подходов. Быстрое разви-
тие вычислительных технологий в 80-е — 
90-е годы позволило использовать предска-
зательную силу стохастических дискрет-
ных моделей в полном объёме, что привело 
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к вспышке интереса к индивидууму-ориен-
тированному моделированию динамики за-
болеваний в неоднородных популяциях на 
рубеже XX и XXI веков. 

1.3 Математические модели процес-
са распространения заболевания до 
1990-го и после 2000-х годов 

1.3.1 Модель Барояна-Рвачева 
Наиболее известный в отечественных 

кругах метод моделирования эпидемий ос-
нован на использовании дифференциаль-
ных уравнений. В этих моделях динамика 
распространения заболевания описывает-
ся системой дифференциальных уравне-
ний, где в качестве переменных состояний 
выступают числа больных и здоровых лю-
дей на моделируемой территории. Решение 
такой системы уравнений определяет уро-
вень инфекционной заболеваемости в каж-
дый момент времени. Данная методология 
была разработана в 1960-е гг. в СССР ака-
демиком О. В. Барояном и профессором 
Л. А. Рвачевым. Для ее создания использо-
вался метод научной аналогии эпидемиче-
ского процесса («перенос» возбудителя ин-
фекции от больных к здоровым) процес-
су «переноса» материи (энергии, импульса 
и др.), описываемому уравнениями матема-
тической физики. 

В модели Барояна — Рвачева и в боль-
шинстве других моделей такого типа вся по-
пуляция на моделируемой территории де-
лится на группы. Обычно выделяют четы-
ре группы людей: 

Susceptible — здоровые люди, восприим-
чивые к заболеванию (обозначим их коли-
чество S); 

Exposed — люди, заболевание у которых 
находится в инкубационном периоде (обо-
значим их количество E); 

Infectious — инфекционные больные 
(обозначим их количество I); 

Recovered — переболевшие моделиру-
емым заболеванием люди, более к нему 
не восприимчивые (обозначим их коли-
чество R). 

Приращение числа людей в каждой из 
выделенных групп можно описать с помо-
щью следующей системы нелинейных инте-
гро-дифференциальных уравнений в част-
ных производных: 

dt P(t) у } J v ' J ' (11) 

ajir+ dJTT= - К т Ж * , т ) , (1.2) 

dJl!r+ d~¥L= Г V е ^ - 8WKt,Tl (1.3) 

J S ( T ) / ( t , T ) d T , ( 1 . 4 ) 

где t — календарное время развития эпиде-
мии, А — средняя частота передачи возбу-
дителя от инфицированных больных к чув-
ствительным индивидам, p — численность 
популяции, т — локальное время, прошед-
шее с момента заражения индивида, у(т) — 
функция развития периода инкубации, 
5(т) — функция развития инфекционного 
периода. 

В 1960-е — 1970-е гг. модель Барояна— 
Рвачева была прорывом в области модели-
рования эпидемий. Модель обладает рядом 
положительных качеств, позволяющих при-
менять ее и сегодня. Главное достоинство 
модели — способность достаточно точно от-
ражать некоторые аспекты эпидемии при 
относительной ее простоте. Благодаря это-
му, схема может быть легко реализована 
как в любой системе компьютерной мате-
матики, так и на целевом языке програм-
мирования. Модель не требует больших вы-
числительных затрат и эксперименты с ней 
могут быть проведены почти на любом пер-
сональном компьютере. Несмотря на то что 
модель Барояна—Рвачева создавалась для 
моделирования распространения гриппа, 
методология ее построения может быть ис-
пользована (и уже была использована) для 
моделирования распространения большин-
ства инфекционных заболеваний. 

Модель Барояна—Рвачева породила це-
лое направление в разработке моделей эпи-
демий. Назовем это направление классиче-
ским, традиционным. 

1.3.2 Вероятностные популяционные 
модели 

Существуют стохастические, популя-
ционные, аналитические или имитацион-
ные, непространственные или простран-
ственные, непрерывные по времени или 
дискретные вероятностные популяцион-
ные модели. 

Они предназначены для моделирова-
ния процесса распространения заболева-
ний в однородных или слабо структуриро-
ванных популяциях с произвольным ко-
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личеством индивидов и особенно полезны 
для моделирования эпидемий в популяци-
ях малых численностей и/или начальных 
стадий эпидемий с малым числом инфици-
рованных. 

Структура: общая идея построения сто-
хастических популяционных SIR- моделей 
и их обобщений аналогична их детерми-
нированным аналогам: популяция рассма-
тривается как совокупность групп, внутри 
каждой из которых индивиды считаются 
неразличимыми между собой. Различие 
проявляется в описании законов перехода 
индивидов между группами. В качестве ма-
тематического аппарата применяются си-
стемы стохастических разностных уравне-
ний, цепи Маркова, случайные процессы 
в дискретном и непрерывном времени (про -
цессы Гальтона—Ватсона, процессы рожде-
ния и гибели и пр.). 

Достоинства и недостатки: в отличие от 
детерминированных SIR-моделей, в сто-
хастических имитационных моделях кор-
ректно учитывается фактор случайности. 
В тоже время стохастические популяци-
онные модели сложнее для аналитическо-
го исследования по сравнению с аналогич-
ными детерминированными. Полноцен-
ное аналитическое исследование возможно 
лишь для некоторых простых типов моде-
лей. В общем же случае для оценки дина-
мики численностей групп обычно прибе-
гают к имитационному моделированию 
с помощью методов Монте-Карло. Имита-
ционные модели на базе SIR-моделей обла-
дают высокой производительностью, в ре-
зультате чего они до сих пор широко приме-
няются в программных комплексах. 

Варианты моделей: 
1. Модель распространения лихорадки 

Эбола. 
В работе (Lekone, 2006) приводится сто-

хастическая SIR-модель с дискретным вре-
менем следующего вида: 

S(t + h) = S(t) - B(t), (1.5) 

E(t + h) = E(t) + B(t) - C(t), (1.6) 

I(t + h) = I(t) + C(t) - D(t), (1.7) 

S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N, (1.8) 
шаг по времени (в модели взят за 

один день), 

B(t)~Bin(S(t),P(t)) — количество воспри-
имчивых индивидов, инфицированных за 
промежуток времени (t; t + h], 

C(t)~Bin(E(t),pC) — количество индиви-
дов, перешедших в активную фазу заболе-
вания за промежуток времени (t; t + h], 

D(t)~Bin(I(t),pR) — количество индивидов, 
удалённых из популяции (вследствие вы-
здоровления или гибели). 

Вероятности, являющиеся параметра-
ми распределений приведённых трёх слу-
чайных величин, имеют следующее пред-
ставление: 

р а а ^ - е х р Ц - ^ в д ) , 

(1.9) 
Рс = 1 - пхр (-gh,pR = 1 - exp(-rh), 

где параметры 6(t) — коэффициент интен-
сивности передачи инфекции, 

1/g — средняя продолжительность ин-
кубационного периода, 

1/у — средняя продолжительность пери-
ода инфицированности. 

Описанная модель настраивалась 
на данные по эпидемии лихорадки Эбо-
ла в Демократической республике Конго 
в 1995 году. 

2. Модель распространения ВИЧ с учё-
том социальной адаптации населения. 

Население некоторого региона делится 
на восемь групп индивидов, отличающих-
ся степенью социальной адаптации, а так-
же наличием или отсутствием заражения 
ВИЧ-инфекцией. Выделяются следующие 
группы индивидов: 

A1 — социально адаптированные, вос-
приимчивые к ВИЧ, 

A2 — восприимчивые с высоким риском 
развития патологии, 

A3 — восприимчивые с установленным 
хроническим алкоголизмом, 

A4 — восприимчивые с установленной 
наркотической зависимостью, 

A5 — социально адаптированные, ин-
фицированные ВИЧ, 

A6 — инфицированные с высоким ри-
ском развития патологии, 

A7 — инфицированные с установлен-
ным хроническим алкоголизмом, 

A8 — инфицированные с установленной 
наркотической зависимостью. 

Единица времени принята равной од-
ним суткам. 
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Рис. 1.1. Схема стохастической модели ВИЧ 

Система стохастических разностных 
уравнений имеет следующий вид 

x^t) = x^t) - u ^ t ) - u15(t) + 
+ u ^ t ) + Ш (1.9) 

= ^ ( 0 - u21(t) - u2a(t) - u24(t) - u26(t) + 

+ uX2(t) + u32(t) + u42(t)+ f 2 (t), (1.10) 

X3
)t)= x3(t) - uaa(t) - u37(t) + M23(t), (1.11) 

x/t) = ^(t) - u42(f) - u48(t) + u24(t), (1.12) 

X(t) = x5(t) + u15(t) + u65(t), (1.13) 
X6(t) X ^(O - u65(t) + u26(t) + u76(t) 

+ u86(t), ( 1 . 12) ) 

l ) ^ ) = ЗД - u76(t) + u37(t), (1.15) 

:Xe(t) = ЗД - u8e(t) + u48(t), (1.16) 
X;(0) = x/0>, i = 1,2,...,8; t = 1,2,...,T (1.16) 

где xt — численность индивидов группы At 
в момент времени t = 0,1, 2.... 

Слагаемые f > 0 , i = 1, 2 , . . отража-
ют приток населения в соответствующие 
группы за промежуток времени (t - 1; t] 
и представляют собой некоторые случай-
ные процессы с заданными вероятност-
ными характеристиками. Случайные ве-
личины xi(t) означают количество инди-
видов группы Aj, доживших от момента 
времени t - 1 до момента времени t, слу-
чайные величины ^ ( ^ о п и с ы в а ю т коли-
чество индивидов, переходящих из груп-
пы Aj в группу Ak в течение промежутка 
времени (t - 1; t]. Законы распределения 

этих величин задаются следующим об-
разом. Указанные случайные величины 
имеют биномиальные и мультиномиаль-
ные законы распределения с вероятностя-
ми, являющимися константами или функ-
циями от параметров модели. Количество 
вновь инфицированных из групп Aj, ..., A4 
на каждом отдельном промежутке време-
ни (величины u15(t), u26(t), u37(t), u48(t)) зада-
ются похожим образом через биномиаль-
ное распределение. 

Д л я примера приведём выражение 
для количества вновь заражённых со-
циально-адаптированных индивидов: 
и1Б(«)-Вып^О - u ^ t ) , ^16(t)), где ^15(t) = 
= 1 - n8

=
t( 1 - означает вероятность 

инфицирования индивида группы A1 
за счёт контактов с индивидами групп 
A5, A6, A7, A8. Константа r y задаёт веро-
ятность контакта одного индивида груп-
пы A1 с одним индивидом группы Aj за 
промежуток времени (t - 1; t], 0 < r1j < 1, 
j = 5, ..., 8. Вектор начальных численно-
стей (x/0), ..., x8

(0)) имеет неотрицательные 
компоненты и описывается некоторым за-
данным законом распределения. Из ука-
занной системы уравнений, задающей мо-
дель, была получена детерминированная 
система верхних оценок на математиче-
ские ожидания численностей групп в по-
пуляции. С помощью этой вспомогатель-
ной системы было сформулировано до-
статочное условие затухания инфекции 
в популяции, выполнение условия было 
проиллюстрировано с помощью числен-
ных экспериментов на основе методов 
Монте-Карло(Pertsev, Leonenko, 2012). 
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2. Моделирование процесса расп 

странения заболевания 
2.1 Принцип решения задачи опти-

мального управления 
Рассмотрим модель процесса распро-

странения заболевания с элементами 
управления, предложенную в [1]. 

Задача оптимального управления для 
модели, оп исывае мой с истемой обыкно-
венных дифференциальных уравнений, 
ставится следующим образом: требуется 
найти минимум функционала J(a), опре-
деленного на заданном отрезке [t0, t1], за-
висящего от процесса а = (x(t), u(t)), состо-
ящего из интегрального и терминального 
слагаемых 

](ш) = fo(t,x(t),u(t))dt + 

+ Ф(х(0, x(tj) (2.1) 
где 0 < t0 < 1 и значения t0, t1 фиксированы. 
Обозначим далее через I = [t0, t j . Абсолютно 
непрерывная вектор-функция решения 
x(t): I ^ Rn и кусочно-непрерывная вектор-
функция управления u(t): I ^ Rn удовлет-
воряют динам ически м ограничениям 

МОт fiHt,xCt),uCt)),tEl,iT l^T (2.2) 
начальным условиям 

c(t0C eX0E Rn, (2.3) 
ограничениям на управление 

и)н e C/(C) ecRr,te I (2.4) 
граничным условиям 

с(^С e ^ e Rn, (2.5) 
Определение 1. Процесс а = (x(t), u(t)) 

называется допустимым, если вектор-
функция x(t) — абсолютно непрерывна, 
u(t) — кусочно-непрерывна и удовлетворя-
ет условиям (2.2)—(2.5). Совокупность всех 
допустимых процессов задачи (2.1)—(2.5) 
обозначим через множество Q, которое не 
пусто. 

Задача оптимального управления не-
прерывной системой (2.2) заключается в вы-

Xi = {x £ Rn: g[(x) <0,i = 

где g(x), i = 1, p — непрерывно дифферен-
цируемые функции. 

Применим метод множителей Лагран-
жа для построения оптимального решения 
в задаче со свободным правым конц 
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б оре допусттмоно процесса « e Q миними-
зирующего функционал (2.1). 

Определение 2. Допустимый процесс 
а = (x(t), u(t)) является локально-опти-
мальным в задаче (2.1)—(2.5), если 3 £>0 
такое, что для всех допустимых процес-
сов а = (х(£), u(t)) e Q, удовлетворяющих ус-
ловию | |x(t) - x(t) | |c(1) < £ и для любого u(t) 
e U(C(, t e I, выполняется неравенство 

J (а) < J(a) (2.6) 
Теорема о необходимых услови х оп-

тимальности в задаче (2.1)—(2.2) впер-
вые была доказана Понтрягиным Л. С. 
С каждой задачей оптимального управле-
ния можно связать две скалярные функ-
ции — функцию Понтрягина и функцию 
Гамильтона, которые строятся по следую-
щему правилу 

H(t, x, u, p(t), A0) = 
= - Лз Ш, x, u) + (p(t), f(t, x, u)) 2.7) 

H(t,x,p(t),Ao) = maxH (t,x,u,p(t),Xo) (2.8) 
ueu 

Предположим, что в задаче (2.1)—(2.5) 
выполнены все стандартные условия глад-
кости, а именно функции 

f(t, x, u): I x Rr x Rn ^ Rn (2.9) 

f0(t, x, u): I x Rr x Rn ^ R (2.10) 

Измеримая по t, непрерывно диффе-
ренцируемая по x и непрерывная по u, 
функция Ф^0, x1): X0 x X1 ^ R непрерывно 
дифференцируема по x0 и x1, где x(t0) = x0, 
x(t1 ) = x1 . 

Если x(t0) = x0, то задача (2.1)—(2.5) на-
зывается задачей с закрепленным левым 
концом. 

Если X0 = Rn, то задача (2.1)—(2.5) на-
зывается задачей со свободным левым кон-
цом. Аналогично для правого конца мож-
но выделить два случая: закрепленный 
правый конец x(t1) = x1, свободный правый 
конец X1 = Rn. Множества Xh l = 0,1 могут 
задаваться системой ограничений типа 
равенств и неравенств. Например 
I s ; g\(x) = 0,i= s + 1, p} (2.11) 

Задача оптимального управления 
с фиксированным правым концом состоит 
в минимизации функционала 

](ы) = / ^ ( ^ ( ^ ( О ^ + Ф ^ ) ) (2.12) 
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при ограничениях 

x(t)=f(t,x(t),u(t)),te I (2.13) 

х(t( =х0 е Rn (2.14) 

u(t)eU®e Rr (2.15) 
где x(t): I ^ Rn — абсолютно не прерывная функция, u(t): I ^ Rr — кусочно-непрерывная 
функция. 

В задаче выполнены все стандартные предположения гладкости. Для решения зада-
чи воспользуемся методом множителей Лагранжа. Составим функцию Лагранжа 

£(x(t),u(t),p(t),Ao,v) = X0^1
of0(t,x(t),u(t))dt+ ЯоФ(х(£1)} + 

+ £{p(t),x(t)-f(t,x(t),u(t)))dt + (v,x(to)- х0), ( 2 . 1 6 ) 

где p(t) — абсолютно непрерывная вектор-функция и p(t): I ^ Rn. 
Введем еще несколько вспомогательных функций 

L(t,x(t),u(t),p(t),Ao) = Ao/o(t,x(t),u(t)) + (p(t),x(t) -
- f(t,x(t),u(t))), (2.17) 

Z(x(te),x(t1)) = ЯоФ(х(£1}) + (v,x(tQ) - x0). ( 2 . 1 8 ) 

В этом случае функция Лагранжа (2.16) с учетом определений (2.17)—(2.18) имеет вид 

£(x(t),u(t),p(t),A0,v) = 
= f*1 L(t,x(t),u(t),p(t),A0)dt + l(x(t0),x(t1)) ^inf (2.19) 

Предположим, что известны функции u(t), p(t), вектор v и значение А0, доставляющие 
минимум функционалу (2.12), тогда задача безусловной минимизации (2.19) эквивалент-
на задаче Больца относительно функции x(t), в которой необходимое условие или уравне-
ние Эйлера-Лагранжа имеют вид 

ВД - = 0. м (2.20) 

Здесь Z(t) = L(t, x(t) ,u(t) ,p(t) , А°) — функция, вычисленная вдоль оптимального про-
цесса, f(x) - n^n-матрица, со стоящая из первых производных функции 

dfi . . 1 
= 1'п. 

Производные от функции Лагранжа имеют вид 

^x(t) = t,x(t),u(t)) - f^'(l:,x(t),u(t))p(t), (2.21) 

lx(t) = Р(0 

(2.22) 

Уравнение Эйлера-Лагранжа (2.20) с учетом (2.21) перепишем в виде 

р(0 = A0f0x(t,x(t)u(t)) - fx
T(t,x(t)u(t))p(t). (2.23) 

Это уравнение называется уравнением для сопряженной функции p(t). Составим функ-
цию Понтрягина зад ачи (2.12)—(2.15) 

H(t,x ,u,p(t),Ao) = -A0f0(t,x,u) + (p(t),f(t,x,u). (2.24) 
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С уче том определен ия функции Пон тря-

гина уравнение (2.23) запишется следую-
щим образом 

р ( 0 = 
dH(t,x(t),p(t),u(t),/l0) 

дх ' 

Условия трансверсальности в задаче 
Больца (2.19), учитывая, что L^-(t) = p(t) 
примут вид 

дЩ0,^) 

Используя опреде ление функции l, по-
лучим 

Р(*о) = v> (2.29) 

P(t l ) = - ^ 0 (2.30) 

L*(ti) = (—У 

^ = х(Хд,1 = 0,1, 

р-(£() = ( - 1 ) ® . 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Пусть в задаче (2.19) неизвестной явля-
ется только вектор-функция управления 
u(t), т. е. задача имеет вид 

£ ( x ( t ) , u ( t ) , p ( t ) , A 0 , t f ) ^ i n f , (2.31) 

u(t)eU(t)eR r,tel. (2.32) 

Эта задача есть элементарная зад ача оп-
тимального управления. Согласно принци-
пу минимума, оптимальное управление 
удовлетворяет условию 

L(t,x(t),U(t),p(ОД0) = *ofo(t,x(t),u(t)) + (p(t).x(t) -
- f ( t , x(t), u(t))) = min ( [fo(t, x(t), u) + (p(t), x(t) - (2.31) 

ueu(t) 
- f(t,x(t),u))]. 

Преобразуя это выражение с учетом определения функции Понтрягина, получим 

ил и 

-H(t, x(t), u( t) , p(t), A°) = min (-H(t, x(t), u, p(t), A°) 
UEU(t) 

H(t,x(t),u(t),p(t),A°) = max H(t,x(t),u,p(t),A0). ueu(t) 

(2.32) 

(2.33) 

Теорема 1. Пусть допустимый процесс 
а = (x(t), u(t)) является оптимальн ым в з а -
даче (2.12)—(2.15). Тогда оптимальное управ-
ление удовлетворяет принципу максимума 
(2.33), а сопряженная функция p(t) являет-
ся решением системы (2.25)—(2.30). 

Рассмотрим теперь задачу оптимально-
го управления со свободным правы кон-
цом и фиксированным временем 

= (1f(t,x,u)dt ^ i n f , 
to 

X = ty(t,X,U), 

и e U e Rr, 

x(te) = xe £ Rn. 

(2.34) 

(2.35) 

(2.37) 

Будем предполагать, что в задаче 
(2.34)—(2.37) выполнены стандартные 
предположения гладкости. Принцип мак-
симума для такой задачи доказывается не 
сложно, если предположить, что оптималь-
ное управление кусочно-непрерывно. 

Теорема 2. Пусть (x(t), u(t)) — оптималь-
ный процесс в задаче (2.34)—(2.37). Тогда су-
ществуют не равные одновременно нулю 
число A0 > 0 и вектор-функция p(t) такие, 
что в точках непрерывности оптималь-
ное управление u(t) удовлетворяет принци-
пу максимума 

(p(t),q>(t,x(t),u(t)j) - Aof(t,x(t),u(t)) = 
= max[(p(t) ,p(t ,*(t) ,u))- Aof(t,x(t),u), (2.38) 

где сопряженная вектор-функция p(t) явля-
ется решением системы 

р= -^*x{t,x(t),U(t))p + A0fx{t,x(t),U(t)) (2.39) 

с граничным условием 

p(h) = 0. 
Прежде всего выясним, что мы должны до-

казать. Пусть управляемый процесс (x(t), u(t)) 
оптимален, причем управление u(t) кусочно-
непрерывно. Тогда по теореме 2 должны су-
ществовать, не равные одновременно нулю 
число A > 0 и вектор-функция p(t) такие, что: 
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А) вектор-функция p(t) удовлетворя-

ет дифференциальному уравнению (2.39) 
и граничному значению p(t1) = 0; 

Б) из условия (2.39) следует, что А0 Ф 0. 
Если бы А0 было равно нулю, то функция 
p(t) была бы решением уравнения 

р = -(p*(t,x(t),U(f))p (2.40) 

с граничным условием p(t1) = 0, т. е. p(t) 
должна была быть тождественно равной 
нулю. Поэтому случ ай А0 = 0 не рассматри-
вается и без ограничения общности будем 
считать, что А0 = 1. Таким образом нам надо 
убедиться, что равенство 

(p(t),y(t,x(t),u(t)j) — f(t,x(t),u(t)) = 
= ma x[(p(t),y(t,x(t),u)>) — f(t,x(t),u) 

ueu 

выполняется почти всюду на [t0, t1], если 
p(t) — решение сопряжнного уравнения 

р= -(p*x(t,x(tlU(t))p +fx(t,x(t),u(t)) (2.42) 

с условием р (t1) = 0. 
Докажем, что р венство (2.4 ) выполня-

ется в каждой точке непрерывности управ-
ления u(t), принадлежащей интервалу 
(t0, t1). Доказательство основано на непо-
средственном применении «игольчатых» 
вариаций управления u(t) и, по существу, 
представляет собой модификацию дока-
зательства условия Вейерштрасса. Итак, 
пусть т — точка непрерывности управле-
ния u(t). Зафиксируем некоторый вектор v 
е U и рассмотрим управление 

u(t, т,А) = ux(t) = I11 t 

(. v, 
'u(t), если t g [т — А, т) 

если t е [т — А, т), (2.43) 

которое называется игольчатой вариа-
цией управления u(t). Обозначим через 
xA(t) = x(t, т, А) решение уравнения (2.35) с на-
чальными условиями (2.37), соответствую-
щее управлению uA(t). По условию xA(t) = x(t), 
если t0 < t < т - А. Кроме того, поскольку за-
дача Коши для уравнения 

х = х, v) (2.44) 

разрешима в окрестности точки (т, X(T)) , то 
вектор-функция xA(t) определена и на отрез-
ке [т - А, т], если А достаточно мало. 

2.2 Управление процессом распро-
странения заболевания 

Управление процессом распространения 
заболевания строится по следующему прин-
ципу. Обозначим через x(t), y(t), z(t) соответ-

ственно число людей подверженных заболе-
ванию, инфицированных и выздоравлива-
ющих. Пусть функция f(x, y) характеризует 
число встреч людей подверженных забо-
леванию (класс 1) и инфицированных лю-
дей (класс 2). Свойства этой функции бу-
дут описаны ниже. Мы будем рассматри-
вать эту функцию в виде f(x, y) = fixy. При 
этом предполагается, что заболевание пере-
дается только при встрече инфицированно-
го и здорового человека, а постоянный ко-
эффициент в характеризует частоту встреч 
людей группы 1 и группы 2. 

Динамика процесса распространения 
эпидемии описывается следующей систе-
мой дифференциальных уравнений 
X = -fix,у),у = fix,у) - yy,z = уу,у > 0, (2.45) 

где у > 0 — относительная скорость выздо-
ровления, x(0) — начальное количество 
здоровых людей, y(0) — начальное инфи-
цированных здоровых людей, z(0) — на-
чальное выздоровевших здоровых людей, 
yy — число людей, которые имеют имму-
нитет или выздоравливают в результа-
те к а кого-либо иного процесса, в еличина 
Y-1 может и з м е н я т ь я от 10 дней (а н гина, 
простуд а) до нескольких недель (холера, 
малярия) или даже месяцев и лет (до 8 лет 
AIDS). 

В общем случае функция f(x, y) облада-
ет следующими свойствами: 

fix,у) = 0, если х = 0 или у = 0, (2 46) 

fix, у) > 0 , х,у> 0, 

fxx, fyy — 0, X, у > 0, 

fx, fy, fxy > 0, если х, у > 0. 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

Заметим, что x + y + z = const. 
В этой работе более подробно остановим-

ся на таком способе управления процессом 
распространения заболевания, как про-
грамма «Здоровье». 

Программа «Здоровье» — это комплекс 
лекций, семинаров, радио-, телепередач, 
информационных ресурсов и тренингов, по-
священных тому, чтобы обучить людей на-
выкам, необходимым для поддержания здо-
рового образа жизни и предотвращения за-
ражения этих людей различными видами 
заболеваний. 
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Постановка задачи оптимального управ-

ления в [1] в данном случае имеет вид 

l(u(-)) = /0
Т(у + cu)dt ^ inf, (2 50) 

х= -v(u)f(x,y), х(0) = Хо, (2.51) 

у = v(u)f(x,y) - уу, у (0 ) = Уо,(2.52) 

0 <и<щ, (2.53) 

x(t) > 0 , y ( t ) > 0,t[0,T]. 

При этом функция /(x, y) будет зависеть 
также от управляющей функции u(t). Для 
простоты будем считать, что f(x, y, u) = а(и) 
f(x, y), 0 < G)(u) < 1, а(0) = 1, а'(u) < 0, «"(u) > 0, 
a"'(u) < 0. 

Из-за недостаточного количества финан-
совых и технических возможносте й, коли-
чество проведенных лекций и теле-, рад ио 
передач ограничено, т. е. функция управле-
ния удовлетв оряет условию 

0 < u(t) < и0, (2.55) 

где u0 характеризует максимальное чис-
ло лекций и теле-, радиопередач которые 
могут выть проведены в единицу времени. 
Стоимость заболевания рассчитывается из 
цены ухода за инфицированными людьми 
и затрат на проведение лекций и теле-, ра-
диопередач. Принимая стоимость ухода за 
больными равной единице, запишем об-
щую стоимость эпидемии за фиксирован-
ное время T в виде 

I(u) = C(y(t) + cu(t))dt. 
0 V У (2.56) 

Исходя из того, что f(x,y) = fixy,z = уу, 
а также из (2.51)—(2.52) можно получить 

X = ху, (2.57) 

у = м^ху - уу. (2.58) 

Составим функцию Понтрягина 
Н = А01{и) + Хух + Я2У (2.59) 

и запишем систему дифференциальных 
уравнений для сопряженных функций 

дн [A x(t) = — ^ = —Atu^y + A2ufiy = ufiy(A2 — At) 

A 2 W = — § = -1 — A^ufix + A2(ufix 

= ufix(A2 — At) — 1 — y. 

Задача (2.50)—(2.54) является задачей 
оптимального управления со свободным 
правым к нцом, поэтому 
Ai(T) = Л2(Т) = 0,если х(Т) > 0 , у ( Т ) > 0. (2.61) 

у) = 

(2.60) 

Если A0 = 0, то все множители в (2.59) 
равны нулю одновременно, поэтому в та-
кой постановке у задачи ненулевых реше-
ний нет. 

Пусть теперь A0 = 1, тогда получим 

Н = —(у + си) + А1(—и^ху) + A2(ufixy — уу) = 
= —(у + си) — A-ufixy + A2ufixy — А2уу = 

= и(—с — А^ху + A2fixy) — у — A2yy = 
= и(—с + fixy(A2 — A t ) ) — у — А2уу ^ max. 

(2.62) 

Обозначим через Ф (х,у,А1,А2) = 
= —с + fixy(A2 — А-1) функцию переключе-
ния. Тогда задача примет вид 

Н = иФ(х, у, А1,А2) — у — А2уу ^ max. (2.63) 

Оптимальное управление представимо 
в виде 

10, если ^ < 0 

Uo, если ^ > 0 (2.64) 
и — любое, если ^ = 0. 

Представить решение поставленной за-
дачи в аналитической форме на данном 
этапе не представляется возможным, по-
скольку оно не представимо через элемен-
тарные функции. Поэтому будем решать за-
дачу численным способом. 

Для того чтобы сделать это выберем 
функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям 

0 < ш(и) < 1 , ш ( 0 ) = 1,ш'(и) < 0,ш"(и) > 0,ш"'(и) < 0. (2.65) 
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Пусть, например, функция ш(и) = . 

Предположим, что: 
x0 = 1000 — начальное количество здоро-

вых людей равно, 
y0 = 17 — инфицированных, 
z0 = 0 — выздоровевших пока что нет. 
Программа «Здоровье» регулирует ко-

личество лекций, курсов, радио-, телепе-
редач в день. Для начала возьмем u0 = 80. 
Коэффициент в характеризующий частоту 
встреч здоровых и инфицированных людей 
возьмем равным отношению числа инфици-
рованных людей к общему количеству здо-
ровых и инфицированных людей 

Численное решение задачи управле-
ния процессом распространения заболева-
ния рассмотрим на примере ангины. Время 
выздоровления от ангины равно 10 дням, 
значит Y-1 = 10, а у = 1/10. 

С помощью высокоуровневого языка 
и интерактивной среды для программиро-
вания Matlab составим функции необходи-
мые нам для решения задачи 

function beta = beta(x,y) 
beta = y/(x+y); 
end 
beta — функция высчитывающая коэф-

фициент 
function change_x = change_x(u, x, y) 
change_x = (u*beta(x,y)*x*y); 
end 
change_x — функция высчитывающая 

изменения числа здоровых людей. 
function change_y = change_y(u, x, y, 

gamma) 
change_y = (u*beta(x,y)*x*y - gamma*y); 
end 
change_y — функция вычисляющая из-

менения числа инфицированных людей. 
function change_z = change_z(gamma, y) 
change_z = (gamma*y); 
end 
change_z — функция вычисляющая из-

менение числа выздоровевших людей. 
Выполним расчеты и составим график 

зависимости изменения групп людей от 
времени. 

График зависимости изменения групп людей от времени 

г; 
° 200 

здоровые 

инфицированные 
X 

выздоровевшие 

0 1 2 3 4 5 6 7 
количество дней 

Рис. 1. График зависимости изменения 
групп людей от времени 

На рисунке 1 видно, что при 80 лекци-
ях и радио-, телепередачах в день из тыся-
чи человек за 10 дней от 17 инфицирован-
ных заболеют все, при этом 67 человек вы-
здоровеют. 

Предположим, что стоимость одной лек-
ции и радио-, телепередачи равно едини-
це, а также, что стоимость ухода за инфи-

цированными людьми равна единице, тог-
да с помощью функции 

function change_price = change_price(y, u) 
change_price = y+u; 
end 
change_price — вычисляет изменения сто-

имости эпидемии выполним расчеты и со-
ставим график роста стоимости эпидемии. 
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Рис. 2. Стоимость решения первого набора данных 

Как видно из рисунка 2, стоимость эпи-
демии прямо пропорционально зависит от 
количества инфицированных людей. 

Возьмем следующие значения 
x0 = 1000 — начальное количество здо-

ровых людей, 
y0 = 17 — инфицированных, 

z0 = 0 — выздоровевших пока что нет, 
u0 = 167 — количество лекций, радио-, 

телепередач в день. 
На основании этих данных проведем вы-

числения и построим график зависимости 
изменения групп людей от времени. 

Рис. 3. График зависимости групп людей 
от времени во втором наборе данных 

С такими входными параметрами полу-
чаем переходную точку, в которой постепен-
но начинает уменьшаться количество ин-
фицированных людей. Этот процесс может 
занять годы и потребует огромного количе-
ства ресурсов. 

Рассмотрим процесс с другими входны-
ми данными 

x0 = 1000 — начальное количество здоро-
вых людей равно, 

y0 = 17 — инфицированных, 
z0 = 0 выздоровевших пока что нет, 
u0 = 300 — количество лекций, радио-, 

телепередач в день. 
После вычисления получаем такой гра-

фик. 
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Рис. 4. График зависимости групп людей 
от времени в третьем наборе данных 

С данными входными параметрами, 
очевидно, что за 10 дней количество инфи-
цированных людей значительно уменьши-
лось, при этом за этот промежуток времени 
заразилось всего 7 человек. 

В целом этот вариант займет 51 день, по-
требует 15 250 денежных единиц и за это 
время заболеет всего 9 человек. 

Если увеличить отношение инфициро-
ванных людей к общему количеству здоро-
вых и инфицированных людей, то придется 

подбирать большее значение для управля-
ющей функции. Так, например, при пара-
метрах 

x0 = 1000 — начальное количество здоро-
вых людей равно, 

y0 = 60 — инфицированных, 
z0 = 0 — выздоровевших пока что нет 
u0 = 300 — количество лекций, радио-, 

телепередач в день 
график зависимости изменения групп лю-

дей от времени будет иметь следующий вид. 

Рис. 5. График зависимости групп людей 
от времени в 4 наборе данных 

Выводы 
В представленной работе рассмотрены 

такие модели процесса распространения 
заболевания, как модель Барояна - Рваче-
ва и вероятностно популяционная модель. 
Проведена исследовательская работа по 
численному моделированию задачи управ-

ления процессом заболевания с помощью 
программы «Здоровье». Очевидно, что при 
выборе удачных входных данных и благо-
приятном стечении обстоятельств эта про-
грамма показывает довольно высокий уро-
вень эффективности. 
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