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А н нотац ия
Пред мет. Дискретная модель задачи управления запасами.
Тема. Определение количества заказываемых продуктов и сроки реализации заказов. 
Цели. Рассмотреть дискретную модель задачи управления запасами, метод и алгоритм ре-

шения этой задачи. Рассчитать оптимальное управление для конкретных примеров, сделать 
соответствующие выводы о результатах исследования.

Методолог ия. Применения метода обратной связи для построения оптимального управля-
ющего воздействия.

Результаты. Разработаны эффективная модель и приложение для оптимального управления 
процессом распределения запасов.

Выводы. В рамках изучения способов нахождения оптимального управления выделены два ме-
тода решения — метод нахождения оптимального программного управления и метод нахождения 
оптимального управления по принципу обратной связи. Для большей наглядности рассмотрены 
несколько задач с различными начальными условиями. Решение задач было реализовано в системе 
компьютерной алгебры Wolfram Mathematica. В статье представлен пример решения одной из задач
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Введение
В статье рассматривается дискретная мо-

дель задачи оптимального управления запаса-
ми. Задача такого типа формулируется в случа-
ях, когда существует необходимость создания 
запаса некоторых продуктов на заданном про-
межутке времени. В ходе решения определяет-
ся количество заказываемых продуктов и сро-
ки реализации заказов. 

Отвечая на вопрос о количестве товаров 
в заказе, будем рассматривать такой размер 
заказа, от которого будет зависеть количество 
ресурсов, необходимых для реализации каж-
дого из последующих заказов. Прежде чем ис-
кать ответ на вопрос о сроках реализации, не-
обходимо определить тип рассматриваемой си-
стемы. Если система имеет периодический тип 
контроля состояния запасов продуктов, тог-
да заказ будет формироваться в определенные 
(обычно равные) промежутки времени. Если же 
система имеет непрерывный тип контроля со-
стояния запасов, тогда срок следующего заказа 
будет определяться состоянием запасов на те-
кущий момент времени. 

Стоит отметить, что задача усложняется тем 
фактом, что необходимо не просто ответить на 
заданные вопросы, но и найти такие решения, 
чтобы на реализация заказов осуществлялась 
с минимальными затратами. 

На первый взгляд ответить на поставлен-
ные вопросы не составляет большого труда. Од-
нако, стоит отметить, что понятие оптимально-
сти управления запасами в конкретной системе 
подразумевает условие минимизации суммар-
ных затрат на заказы, а, соответственно, и на 
ресурсы. Заметим, что достаточно трудно по-
строить универсальную обобщенную модель 
управления запасами, которая учитывала бы 
все виды условий, наблюдаемые в реальных си-
стемах.

В работе описывается дискретная модель 
управления запасами. Для анализа такой мо-
дели поставлена и решена соответствующая за-
дача построения оптимального управляющего 
воздействия. 

Дискретные процессы занимают важное ме-
сто в теории оптимального управления. Многие 
задачи планирования в экономике описывают-
ся разностными уравнениями с дискретным 
временем, а в задачах такого типа информа-
ция о состоянии системы поступает пользовате-
лю в фиксированные моменты времени, и само 
управлением, соответственно, осуществляется 
дискретно.

Постановка задачи
Рассмотрим дискретную модель задачи 

управления запасами продукции на складе 
[1; 10]. Пусть n — количество видов продукции, 

m — количество видов используемых ресурсов, 
N — количество рассматриваемых периодов вре-
мени, k = k0 — момент начала процесса. Далее 
определим
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Величина I(u) отражает суммарные затраты на заказываемый товар за весь 
плановый период. 
     Отметим, что квадратичный по управлению показатель качества часто 
используется в подобных задачах как в дискретных системах, так и в 
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Величина I(u) отражает суммарные затра-
ты на заказываемый товар за весь плановый 
период.

Отметим, что квадратичный по управлению 
показатель качества часто используется в по-
добных задачах как в дискретных системах, так 
и в системах с непрерывным временем [3]. Для 
задач управления с критериями типа (1.8) раз-
работаны и обоснованы соответствующие мето-
ды поиска оптимальных управляющий воздей-
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ствий [2], которые удовлетворяли бы заданным 
граничным условиям. В данной работе требует-
ся найти управляющие воздействия u0(k), пе-
реводящие систему из начального состояния 
x(k0) = x0 в конечное состояние x(N ) = x1. Кроме 
того, зная управление на каждом шаге, нужно 
найти промежуточные состояния системы x(k), 
k = k0 + 1, k0 + 2, … N – 1. При этом управле-
ние u0(k) требуется выбрать так, чтобы величи-
на квадратичного критерия качества I(u0) была 
минимальной — другими словами, должно вы-
полняться неравенство:

0 0

1 1
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

N N
T T

k k k k
I u u k u k I u u k u k

− −

= =
= ≤ =∑ ∑    (1.9)  

(1.9)

Отметим, что родственные задачи изуча-
лись, например, в работах [2—6].

Решение задачи
Для построения оптимального управления 

будем применять метод поиска соответствую-
щего управляющего воздействия для линейной 
дискретной управляемой системы с квадратич-
ным показателем качества, изложенный в [2]. 
Приведем рассуждения, которые дают обоснова-
ние оптимальности такого управления.

Управляющие воздействия u разыскивают-
ся в виде функций u(t), причем начальное и ко-
нечное условия x(t0) = x0 и x(tN) = x1 предпола-
гаются заданными заранее. Подобные задачи 
носят название проблем программного управ-
ления. Этот термин подчеркивает тот факт, что 
в рассматриваемых задачах движение x(t) осу-

ществляется по программе, диктуемой выбран-
ным заранее определенным управлением u(t). 
Задачи программного управления составляют 
важную часть проблем в теории оптимально-
го управления процессами. Однако, во многих 
случаях управление по программе не подходит, 
так как в реальных условиях работы системы 
оказывается неудовлетворительным. Основ-
ной недостаток этого метода состоит в том, что 
он не учитывает возможные дополнительные 
обстоятельства, возникающие по ходу процес-
са. Так, если в системе в определенный момент 
t = t* возникнут непредвиденные изменения 
∆x(t*) вектора x(t), то заданное, неизменное при 
t ≥ t* программное управление u(t) поведет си-
стему, начиная с момента t = t* в состояние x(tN), 
отличное от заданного положения x1. В подоб-
ных ситуациях воздействие u должно формиро-
ваться с учетом возможной дополнительной ин-
формации, поступающей в систему по ходу про-
цесса. Этому требованию отвечает управление, 
построенное по принципу обратной связи. Суть 
этого принципа состоит в следующем: в каждый 
момент времени t управляющее воздействие u 
определяется на основе информации о текущем 
состоянии системы в этот момент. Таким обра-
зом, воздействие u будет иметь вид u(t, x(t)) и за-
висеть не только от времени t, как программное 
управление, но и от состояния x(t) в этот момент 
времени t. Управление по принципу обратной 
связи изображается обычно в виде структурной 
схемы, представленной на рисунке 1.
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где M1 и M1  — некоторые матрицы. Эту функ-
цию в дальнейшем удобно обозначать символом 
ut0,x0

(τ), а соответствующее программное движе-
ние — символом xt0,x0

(t). В частности, при τ = t0 
получим:
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Рис. 1. Структурная схема метода обратной связи. 

 
     Рассмотрим следующую задачу [2]. Пусть заданы момент времени Nt t=  
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0 Nt tτ≤ ≤ , разрешающая поставленную задачу, имеет вид: 
                             1 0 0 2 0 1( ) ( , , ) ( , , ) ,N Nu M t t x M t t xτ τ τ= +                         (2.1) 

 
где 1M  и 2M  - некоторые матрицы. Эту функцию в дальнейшем  удобно 
обозначать символом 

0 0, ( )t xu τ , а соответствующее программное движение - 

символом 
0 0, ( )t xx t . В частности, при 0tτ =  получим: 
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Так как величины Nt  и 1x  по условию заданы, то правую часть функции 
можно рассматривать как функцию от 0t t=  и 0x x= [7]: 

                 , ( ) ( ) ( ) [ , ].t xu t P t x q t r t x= + =         (2.3) 
Как раз эта функция r, подсчитанная для всех возможных значений t и x, и 
дает решение поставленной задачи. Другими словами, 

               0[ , ] [ , ] ( ) ( ).u t x r t x P t x q t= = +        (2.4) 
Проверим справедливость приведенного выше утверждения. Прежде всего, 
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Как раз эта функция r, подсчитанная для 

всех возможных значений t и x, и дает решение 
поставленной задачи. Другими словами,
 

Как раз эта функция r, подсчитанная для всех возможных значений t и x, и 
дает решение поставленной задачи. Другими словами, 

               0[ , ] [ , ] ( ) ( ).u t x r t x P t x q t= = +        (2.4) 
Проверим справедливость приведенного выше утверждения. Прежде всего, 
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Проверим справедливость приведенного 
выше утверждения. Прежде всего, построенная 
функция u0 непрерывна по своим аргументам 
и, таким образом, является возможным управ-
лением. Теперь остается лишь проверить, что 
движение xt0,x0

(t) при t0 ≤ t ≤ tN есть решение x[t] 
уравнения:

построенная функция 0u  непрерывна по своим аргументам и, таким 
образом, является возможным управлением. Теперь остается лишь 
проверить, что движение 

0 0, ( )t xx t  при 0 Nt t t≤ ≤  есть решение [ ]x t  
уравнения: 

0( 1) ( ) [ , ( )] ( ) ( ( ) ),x t Ax t Bu t x t Ax t B px t q+ = + = + +       (2.5) 
причем, 

0 0 0 0

0
, ,[ ] [ , ( )] ( )t x t xu t u t x t u t= = . Для этой цели воспользуемся одним 

важным обстоятельством. Пусть tγ  - какой-нибудь момент времени из 

интервала 0( , )Nt t , тогда отрезок Nt t tγ ≤ ≤  оптимального движения 
0 0, ( )t xx t  

является оптимальным движением , ( )t xx t
γ γ

 для нового начального условия 

0 0, ( ).t xx x tγ γ= Это утверждение составляет основу принципа оптимальности. 
Следовательно, мы можем записать равенство: 
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γ γγ γ γ γ= =                    (2.6) 

Теперь по определению функций 
0 0, ( )t xu t , 

0 0, ( )t xx t  и вследствие (2.6) имеем: 
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а это в силу произвольности tγ  доказывает, что функция 
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удовлетворяет уравнению (14), причем, действительно, 
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     Таким образом, нами установлено правило: для того, чтобы решить 
поставленную задачу об оптимальном управлении 0[ , ]u t x  системой (1.6) по 
принципу обратной связи, достаточно найти оптимальное управление 

0 0, ( )t xu t  для соответствующей программной задачи при любых возможных 
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Это утверждение было доказано в условиях минимизации критерия 
качества (1.8) на движениях линейной системы [2]. В действительности оно 
сохраняет свою силу для достаточно широкого класса задач. Следует 
обратить внимание на важное условие, которое должно выполняться 
относительно системы (6) [12]. 
     Условие 1. Для того, чтобы система (6) была управляемой, необходимо 
и достаточно, чтобы ранг матрицы 2 1[ , , , , ]nB AB A B A B−  был равен n. 
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, (2.5)
причем, u[t] = u0[t,xt0,x0

(t)] =  ut0,x0
(t). Для этой 

цели воспользуемся одним важным обстоятель-
ством. Пусть tγ — какой-нибудь момент време-
ни из интервала (t0,tN), тогда отрезок tγ ≤ t ≤ tN 
оптимального движения xt0,x0
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функция xt0,x0

(t) удовлетворяет уравнению (14), 
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Это утверждение было доказано в условиях минимизации критерия 
качества (1.8) на движениях линейной системы [2]. В действительности оно 
сохраняет свою силу для достаточно широкого класса задач. Следует 
обратить внимание на важное условие, которое должно выполняться 
относительно системы (6) [12]. 
     Условие 1. Для того, чтобы система (6) была управляемой, необходимо 
и достаточно, чтобы ранг матрицы 2 1[ , , , , ]nB AB A B A B−  был равен n. 
Для построения программного оптимального управления введем 
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ности оно сохраняет свою силу для достаточно 

широкого класса задач. Следует обратить вни-
мание на важное условие, которое должно вы-
полняться относительно системы (6) [12].
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 (2.10)

 

построенная функция 0u  непрерывна по своим аргументам и, таким 
образом, является возможным управлением. Теперь остается лишь 
проверить, что движение 

0 0, ( )t xx t  при 0 Nt t t≤ ≤  есть решение [ ]x t  
уравнения: 

0( 1) ( ) [ , ( )] ( ) ( ( ) ),x t Ax t Bu t x t Ax t B px t q+ = + = + +       (2.5) 
причем, 

0 0 0 0

0
, ,[ ] [ , ( )] ( )t x t xu t u t x t u t= = . Для этой цели воспользуемся одним 

важным обстоятельством. Пусть tγ  - какой-нибудь момент времени из 

интервала 0( , )Nt t , тогда отрезок Nt t tγ ≤ ≤  оптимального движения 
0 0, ( )t xx t  

является оптимальным движением , ( )t xx t
γ γ

 для нового начального условия 

0 0, ( ).t xx x tγ γ= Это утверждение составляет основу принципа оптимальности. 
Следовательно, мы можем записать равенство: 
                                            

0 0

0
, ,( ) ( ) [ , ].t x t xu t u t u t x

γ γγ γ γ γ= =                    (2.6) 

Теперь по определению функций 
0 0, ( )t xu t , 

0 0, ( )t xx t  и вследствие (2.6) имеем: 

     
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , ,( 1) ( ) ( ) ( ) [ , ( )],t x t x t x t x t xx t Ax t Bu t Ax t Bu t x tγ γ γ γ γ γ+ = + = +      (2.7) 

а это в силу произвольности tγ  доказывает, что функция 
0 0, ( )t xx t  

удовлетворяет уравнению (14), причем, действительно, 

0 0 0 0, ,( ) [ , ( )].t x t xu t u t x t=  
     Таким образом, нами установлено правило: для того, чтобы решить 
поставленную задачу об оптимальном управлении 0[ , ]u t x  системой (1.6) по 
принципу обратной связи, достаточно найти оптимальное управление 

0 0, ( )t xu t  для соответствующей программной задачи при любых возможных 

0t  и 0x . Тогда 

           0
,[ , ] ( ).t xu t x u t=                                          (2.8) 

Это утверждение было доказано в условиях минимизации критерия 
качества (1.8) на движениях линейной системы [2]. В действительности оно 
сохраняет свою силу для достаточно широкого класса задач. Следует 
обратить внимание на важное условие, которое должно выполняться 
относительно системы (6) [12]. 
     Условие 1. Для того, чтобы система (6) была управляемой, необходимо 
и достаточно, чтобы ранг матрицы 2 1[ , , , , ]nB AB A B A B−  был равен n. 
Для построения программного оптимального управления введем 
обозначения:  

 
              0

0 0 1 0( , ) ,N kc k x x A x−= −                          (2.9) 
                         1( ) ,N kS k A B− −=                           (2.10) 

0( )
0 0[ ( ), ( 1), , ( 1)],kH S k S k S N= + −                  (2.11) 

где матрица 0( )kH  имеет размерность 0x( ( ))n m N k−• . Пусть значения 

0 1,x x  и момент времени 0k  таковы, что выполняется следующее 

 (2.11)
где матрица H(k0) имеет размерность 
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времени k0 таковы, что выполняется следующее

Условие  2. Вектор c(k0,x0) принадлежит 
подпространству, натянутому на линейно не-
зависимые столбцы матрицы H(k0). Данное ус-
ловие равносильно требованию полной управ-
ляемости системы (6).

Тогда справедливо
Утверждение  1. Для того, чтобы управ-
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x(N ) = x1, необходимо и достаточно, чтобы 
u(k0),u(k0 + 1),…,u(N – 1) удовлетворяли матрич-
ному уравнению

 

     Условие 2. Вектор 0 0( , )c k x  принадлежит подпространству, 
натянутому на линейно независимые столбцы матрицы 0( )kH  Данное 
условие равносильно требованию полной управляемости системы (6). 
Тогда справедливо 
     Утверждение 1. Для того, чтобы управления 

0 0{ ( ), ( 1), , ( 1)}u k u k u N+ −  переводили систему (6) из состояния 

0 0( )x k x=  в состояние 1( )x N x= , необходимо и достаточно, чтобы 

0 0( ), ( 1), , ( 1)u k u k u N+ −  удовлетворяли матричному уравнению 

             
0

1

0 0( ) ( ) ( , ).
N

k k
S k u k c k x

−

=

=∑                          (2.12) 
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Тогда соотношение (2.12) может быть представлено в виде уравнения: 
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Для решения уравнения (2.14)  с условием (1.9) введем в рассмотрение 
псевдообратную матрицу 0( )kH +  со следующим ее представлением [8]: 

                 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )[ ] .k T k k T kH H H H+ += ⋅       (2.15) 
Для краткости, учитывая определение 0( )kH , обозначим: 
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где 0( )D k  - симметрическая, неотрицательно определенная матрица 
размерности n n× , для которой, согласно [9]: 

                    1

1
( ) ,

r
T

i i i
i

D k v v+ −

=
= λ∑                         (2.17) 

где 1 2 0rλ ≥ λ ≥ ≥ λ >  - собственные значения матрицы 0( )D k , 

1 2, , , rv v v - это ортонормированные собственные векторы, отвечающие 
соответствующим собственным значениям. Таким образом,  

       0 0( ) ( )
0( ).k T kH H D k+ +=                               (2.18) 

В обозначениях, указанных выше, решение [8] уравнения (2.18) выражается 
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управление на k-м шаге, 0( 1)k k N≤ ≤ − : 
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0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( , ), , 1,..., 1,Tu k S k D k c k x k k k N+= = + −      (2.21) 

 (2.12)
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где 1 2 0rλ ≥ λ ≥ ≥ λ >  - собственные значения матрицы 0( )D k , 

1 2, , , rv v v - это ортонормированные собственные векторы, отвечающие 
соответствующим собственным значениям. Таким образом,  

       0 0( ) ( )
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     Условие 2. Вектор 0 0( , )c k x  принадлежит подпространству, 
натянутому на линейно независимые столбцы матрицы 0( )kH  Данное 
условие равносильно требованию полной управляемости системы (6). 
Тогда справедливо 
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которое далее будем обозначать 
 

 
которое далее будем обозначать  

 
                   0 0

0 0( ) ( ; , )u k u k k x= .                        (2.22) 
 

Отметим, что применительно к решению задач теории управления 
псевдообратные матрицы использовались, в частности, в [12]. Для решения 
задачи нахождения оптимального управляющего воздействия методом 
обратной связи введем обозначения: 

 
1( ) ( , ( )) ( ),N kc k c k x k x A x k−= = −                       (2.23) 
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Будем рассматривать правую часть равенства (2.10) как функцию от 0k k= , 

0 ( )x x k= . Получим управление, построенное по принципу обратной связи 
([2]): 

 
0 0[ , ( )] [ ; , ( )] ( ) ( ) ( )Tu k x k u k k x k S k D k c k+= =      (2.25) 

0 0, 1,..., 1k k k N= + − . 
 

     Теорема. Пусть выполнено условие 2 и 0
0 0( ; , )u k k x  - оптимальное 

программное управление, переводящее систему (1.6) из начального 
состояния в конечное. Тогда 0

0 0( ; , )u k k x  и реализация управления, 
построенного по принципу обратной связи 0[ ; , ( )]u k k x k , на движении 

0 ( )x k совпадают, т.е. 
0 0 0

0 0 0 0[ ; , ( )] ( ) ( ) ( ) ( ; , ) ( ) ( ) ( )T Tu k k x k S k D k c k u k k x S k D k c k+ += = =      (2.26) 

при всех 0 0, 1,..., 1k k k N= + − . 
Доказательство этой теоремы приведено в [2]. Следовательно, 0[ , ( )]u k x k  
(2.25) – это оптимальное управление, построенное по принципу обратной 
связи. Промежуточные состояния системы, будут зависеть от 0( )u k  и, как 
было сказано ранее, будут иметь вид: 
                       0 0( 1) ( ) ( ) ( ), , 1,..., 1.x k A k x k Bu k k k k N+ = + = + −  
Стоит также отметить, что реально для планирования будут использоваться 
величины ( )u k , близкие к найденным оптимальным управляющим 
воздействиям. Это происходит из-за того, что мы немного жертвуем 
минимальной величиной критерия качества в пользу целочисленных 
векторов ( )x k , показывающих количество товаров всех видов в момент 
времени k.  
     Заключение 
     Для детального изучения сформулированной задачи, а также для 
отработки построения управления методом обратной связи  рассмотрены 
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при всех k = k0,k0 + 1,…,N – 1.

Доказательство этой теоремы приведено 
в [2]. Следовательно, u0[k,x(k)](2.25) — это опти-
мальное управление, построенное по принципу 
обратной связи. Промежуточные состояния си-
стемы, будут зависеть от u0(k) и, как было ска-
зано ранее, будут иметь вид:
 x(k + 1) = A(k)x(k) + Bu(k), k = k0, k0 + 1,…, N – 1

Стоит также отметить, что реально для 
планирования будут использоваться величи-
ны u(k), близкие к найденным оптимальным 
управляющим воздействиям. Это происходит 
из-за того, что мы немного жертвуем мини-
мальной величиной критерия качества в поль-
зу целочисленных векторов x(k), показываю-
щих количество товаров всех видов в момент 
времени k. 

Заключение
Для детального изучения сформулирован-

ной задачи, а также для отработки построения 
управления методом обратной связи рассмотре-
ны несколько примеров с разными начальными 
условиям. В каждом случае найдено оптималь-
ное управление, рассчитаны векторы состояния 
системы в текущий момент времени и вычисле-
но значение критерия качества, отражающее 
расходы, понесенные на приведение системы из 
начального состояния в конечное. Программ-
ная реализация четырех задач была осущест-
влена с помощью системы компьютерной алге-
бры Wolfram Mathematica. 

В статье представлен пример решения од-
ной из четырех задач.

Пример решения задачи
Рассмотрим задачу, имеющую следующие 

условия. Пусть количество видов товаров n = 3, 
количество видов затрачиваемых ресурсов 
m = 2, количество рассматриваемых периодов 
времени (месяцев) N = 5, k = k0, k0 + 1,…, N.

Начальное состояние системы: 
 x(k0) = x0 = (100, 50, 150),
конечное состояние системы:
 x(N) = x1 = (1000, 1800, 2000), 
коэффициенты ai(k), доли реализуемой в k-й пе-
риод времени продукции, приведены в табл. 1.

 Т а б л и ц а  1

ai(k) k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4
a1(k) 0,5 0,65 0,8 0,85 0,9
a2(k) 0,5 0,6 0,7 0,8 0,85
a3(k) 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95
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Задана технологическая матрица затрачи-
ваемых ресурсов, показывающая, какое коли-
чество определенного вида ресурса необходи-
мо потратить на производство единицы опре-
деленного вида товара:
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Требуется определить необходимые величины ресурсов ( )u k , 
удовлетворяющие минимальному критерию качества (1.8), а также векторы 
количества товаров на конец k-го периода ( )x k  для такой организации 
системы, чтобы к концу N-го периода имелось 1x  единиц продукции 
каждого вида соответственно. Также требуется определить величину 
квадратичного критерия качества, показывающего необходимые расходы 
на производство продукции. Полученные результаты можно увидеть на 
рисунке .  
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Рис. Результаты программных вычислений, пример 1

Результаты показывают, что программа дей-
ствительно переводит систему из начального 
состояния в конечное, а также находит опти-
мальное управление движением системы мето-
дом обратной связи. Однако, стоит отметить, что 
решение не в точности совпадает с конечным 
вектором — x[k5] и является лишь приближе-
нием к конечному вектору x1. Как уже было ска-
зано ранее, в реальных задачах нам придется 
пожертвовать минимальным критерием каче-

ства при найденных u(k) в пользу целочислен-
ных элементов векторов x(k).
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